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Àííîòàöèÿ
Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû Êåðâåðà. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå

àáåëåâîé ñòðóêòóðû ñêîøåííî�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ,
áèöèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
è áèêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ.
Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì n, n = 2l − 2, ïðîèçâîëüíîå ñêîøåííî�îñíàùåííîå
ïîãðóæåíèå èìååò èíâàðèàíò íóëåâîé Êåðâåðà. Â äîêàçàòåëüñòâå
èñïîëüçîâàíà òåîðåìà î ðåòðàêöèè ñêîøåííî-îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ â çàäàííîì êëàññå íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðåòðàêöèè òàêæå ïðèâîäèòñÿ â
ðàáîòå.

1 Ñàìîïåðåñå÷åíèå ïîãðóæåíèé è
Èíâàðèàíò Êåðâåðà

Ïðîáëåìà Èíâàðèàíòîâ Êåðâåðà 1 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé â
Àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, ñì. ïî ïîâîäó àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê
ðåøåíèþ [S], [B-J-M], [C-J-M]. Ìû ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä
ê ðåøåíèþ Ïðîáëåìû, êîòîðûé îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ Ï.Äæ.Ýêêëçà
[E1]. Ïî ïîâîäó äðóãîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ñì. [C1],[C2].

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ïîãðóæåíèå f : Mn−1 # Rn, n = 2l − 2, l > 1
îáùåãî ïîëîæåíèÿ êîðàçìåðíîñòè 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g : Nn−2 # Rn

ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
∗Ðàáîòà àâòîðà ïîääåðæåíà ãðàíòîì the London Royal Society (1998-2000), ÐÔÔÈ

08-01-00663, INTAS 05-1000008-7805.
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Îïðåäåëåíèå 1. Èíâàðèàíò Êåðâåðà ïîãðóæåíèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

Θsf (f) =< η
n−2

2
N ; [Nn−2] >, (1)

ãäå ÷åðåç ηN = w2(N
n−2) îáîçíà÷åí äâóìåðíûé íîðìàëüíûé êëàññ

Øòèôåëÿ-Óèòíè ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2.

Èíâàðèàíò Êåðâåðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êëàññà ðåãóëÿðíîãî
êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèÿ f . Áîëåå òîãî, èíâàðèàíò Êåðâåðà ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì

Θsf : Immsf (n− 1, 1) → Z/2. (2)

Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νg ïîãðóæåíèÿ g : Nn−2 # Rn ÿâëÿåòñÿ 2-
ìåðíûì ðàññëîåíèåì íàä Nn−2, êîòîðîå ñíàáæåíî D4�îñíàùåíèåì.
Êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ (êàê è
ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
ηN : Nn−2 → K(D4, 1). Ïàðà (g, ηN) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå
êîáîðäèçìà ImmD4(n− 2, 2). Ãîìîìîðôèçì

δD4 : Immsf (n− 1, 1) → ImmD4(n− 2, 2) (3)

êîððåêòíî îïðåäåëåí.
Ãðóïïà êîáîðäèçìà Immsf (n − k, k) îáîáùàåò ãðóïïó êîáîðäèçìà

Immsf (n− 1, 1). Íîâàÿ ãðóïïà îïðåäåëåíà êàê ãðóïïà êîáîðäèçìà òðîåê
(f, Ξ, κM), ãäå f : Mn−k # Rn ïîãðóæåíèå, ïðè÷åì çàäàí èçîìîðôèçì
Ξ : ν(g) = kκM , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñêîøåííûì îñíàùåíèåì, ÷åðåç
ν(f) îáîçíà÷åíî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ f , κM ÿâëÿåòñÿ
çàäàííûì ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì íàä Mm−k, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êëàññ êîòîðîãî îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç κM ∈ H1(Mm−k;Z/2).
Îòíîøåíèå êîáîðäèçìà íà ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ òðîåê
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì.

Ãðóïïà ImmD4(n− 2, 2) îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëèì
ãðóïïû êîáîðäèçìîâ ImmD4(n − 2k, 2k). Êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû
ImmD4(n − 2k, 2k) ïðåäñòàâëåí òðîéêîé (g, Ψ, ηN), ãäå g : Nn−2k #
Rn � ïîãðóæåíèå, Ψ�äèýäðàëüíîå îñíàùåíèå â êîðàçìåðíîñòè 2k,
ò.å. ôèêñèðîâàííûé èçîìîðôèçì Ξ : νg = kηN , ãäå ηN ÿâëÿåòñÿ
2-ìåðíûì ðàññëîåíèåì íàä Nn−2k. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
ýòîãî ðàññëîåíèÿ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êëàññ (ñîîòâåòñòâóþùèé óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ)
îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç ηN : Nn−2k → K(D4, 1), ηN ∈
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H2(Nn−2k;Z/2) (τ ∈ H2(K(D4, 1);Z/2)). Îòîáðàæåíèå ηN îêàçûâàåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è äëÿ ðàññëîåíèÿ νg, ïîñêîëüêó νg = kηN .

Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîìîðôèçì Êåðâåðà (2) çàäàí êîìïîçèöèåé
ãîìîìîðôèçìà (3) è ãîìîìîðôèçìà

ΘD4 : ImmD4(n− 2, 2) → Z/2. (4)

Ãîìîìîðôèçì (4) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Êåðâåðà D4�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ.

Ãîìîìîðôèçì Êåðâåðà îïðåäåëåí â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïðè
ïîìîùè ïðÿìîãî îáîáùåíèÿ ãîìîìîðôèçìîâ (2) è (4):

Θk
sf : Immsf (n− k, k) → Z/2, Θk

sf := δk
D4
◦Θk

D4
. (5)

Θk
D4

: ImmD4(n− 2k, 2k) → Z/2, Θk
D4

[(g, Ψ, ηN)] = 〈η
n−2k

2
N ; [Nn−2k]〉. (6)

(Äëÿ k = 1 íîâûé ãîìîìîðôèçì (6) ñîâïàäàåò ñ âûøåîïðåäåëåííûì
ãîìîìîðôèçìîì (4) ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

Immsf (n− 1, 1)
δD4−→ ImmD4(n− 2, 2)

ΘD4−→ Z/2
↓ Jk

sf ↓ Jk
D4

||
Immsf (n− k, k)

δk
D4−→ ImmD4(n− 2k, 2k)

Θk
D4−→ Z/2.

(7)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùèòü ôîðìóëó (6) äëÿ ïîãðóæåíèé ñ
îñíàùåíèåì áîëåå îáùåãî âèäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z/2[d] ñïëåòåíèå
2d−1 ýêçåìïëÿðîâ ýëåìåíòàðíîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ýòà ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå O(2d−1), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèåì:

� Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Z/2[d] îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâî
d − 1 íàáîðîâ Υd, Υd−1, . . . , Υ2 êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
Íàáîð ïîäïðîñòðàíñòâ Υi, 2 ≤ i ≤ d ñîñòîèò èç 2i−1 êîîðäèíàòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â R2d−1 , ïîðîæäåííûõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè
((e1, . . . e2d−i), . . . , (e2d−1−2d−i+1, . . . , e2d−1)).

Â ÷àñòíîñòè, â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ãðóïïà äèýäðà D4 ïåðåîáîçíà÷åíà
÷åðåç Z/2[2]. Ýòà ãðóïïà îïðåäåëåíà êàê ïîäãðóïïà äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè,
ïåðåâîäÿùàÿ íàáîð Υ2 = {[e1], [e2]} ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ñåáÿ.
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ãðóïïû Z/2[d] ïðè 2 ≤ d ≤ 6. Ïî îïðåäåëåíèþ
îïðåäåëåíî âêëþ÷åíèå Z/2[d] ⊂ Z/2 o Σ(2d−1), êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ
âëîæåíèåì 2-êîìïîíåíòû ãðóïïû Σ(2d−1) íà ïîäãðóïïó.
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Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå g : Nn−k2d−1 # Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ
êîðàçìåðíîñòè k2d−1. Ñêàæåì, ÷òî ïîãðóæåíèå g ÿâëÿåòñÿ Z/2[d]�
îñíàùåííûì (c êðàòíîñòüþ k), åñëè îïðåäåëåí èçîìîðôèçì Ψ : νg = kηN

íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèå νg ïîãðóæåíèÿ g c ñóììîé Óèòíè k ýêçåìïëÿðîâ
2d−1�ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ηN ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[d].

Ðàññëîåíèå ηN êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì ηN : Nn−k2d−1 →
K(Z/2[d], 1). (Cîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç ηN). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ óíèâåðñàëüíîãî 2d−1�
ìåðíîãî Z/2[d]�ðàññëîåíèÿ íàä K(Z/2[d], 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç τ[d]. Òàêèì
îáðàçîì, â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ: η∗N(τ[d]) = ηN . Îòîáðàæåíèå ηN

îêàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è äëÿ ðàññëîåíèÿ νg, ïîñêîëüêó νg =
kηN .

Âñåâîçìîæíûå òðîéêè (g, Ψ, ηN), êîòîðûå áûëè îïèñàíû âûøå,
ïîðîæäàþò ãðóïïó êîáîðäèçìà ImmZ/2[d]

(n− k2d−1, k2d−1). Â íåêîòîðûõ
ðàññóæäåíèÿõ ïðè îáîçíà÷åíèÿõ áóäåò èñïîëüçîâàí äîïîëíèòåëüíûé
èíäåêñ, ñâÿçàííûé ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé. Íàïðèìåð, ïðåäñòàâèòåëü
ãðóïïû ImmD4(n− 2k, 2k) áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü ÷åðåç (g[2], Ψ[2], ηN[2]

)
è ò.ä.

Ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d]�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ Z/2[d+1]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì. Òàêèì
îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò òðîéêó
(h, Λ, ζL), ãäå h : Ln−k2d # Rn�ïîãðóæåíèå, Λ : kζL = νh,
ζL : Ln−k2d → K(Z/2[d+1], 1)�êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå 2d�
ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ζL. Êîððåêòíî îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì

δk
Z/2[d+1] : ImmZ/2[d]

(n− k2d−1, k2d−1) → ImmZ/2[d+1]

(n− k2d, k2d), (8)

ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êëàññó íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà [(g, Ψ, ηN)]
êëàññ íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà [(h, Λ, ζL)].

Îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà i[d+1] : Z/2[d] ⊂ Z/2[d+1], êàê ïîäãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ïîäïðîñòðàíñòâà R2d−1 ⊂ R2d , ïîðîæäåííîãî ïåðâûìè
2d−1 áàçèñíûìè âåêòîðàìè.

Îïðåäåëåíà ïîäãðóïïà

ī[d+1] : Z/2[d] × Z/2[d] ⊂ Z/2[d+1] (9)

èíäåêñà 2, êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþùèõ èíâàðèàíòíûì êàæäîå
ïîäïðîñòðàíñòâî èç íàáîðà Ω2.

Ïîäãðóïïà (7) èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1] : K(Z/2[d] ×
Z/2[d], 1) → K(Z/2[d+1], 1). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ζL :
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Ln−k2d → K(Z/2[d+1], 1) èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1],L :

L̄n−k2d → Ln−k2d èç íàêðûòèÿ π[d+1] íàä êëàññèôèöèðóþùèì
ïðîñòðàíñòâîì. Äâóëèñòíîå íàêðûòèå π[d+1],L ìîæíî îïðåäåëèòü
ãåîìåòðè÷åñêè, îíî ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíîì íàêðûòèåì
íàä ìíîãîîáðàçèåì Ln−k2d òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[d]�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ (g, Ψ, ηN) (ñì. [A], ðàçäåë 1).

Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ p[d] : Z/2[d]×Z/2[d] → Z/2[d] íà ïåðâîå ñëàãàåìîå,
êîòîðàÿ èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå p[d] : K(Z/2[d]×Z/2[d], 1) → K(Z/2[d], 1).

Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (h, Λ, ζL) ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d]-
îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g, Ψ, ηN) ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå
ζ̄L : L̄n−k2d

[d] → K(Z/2[d] × Z/2[d], 1), íàä êëàññèôèöèðóþùèì
îòîáðàæåíèåì ζL, êîòîðîå èíäóöèðîâàíî íàêðûòèåì π[d+1],L. Ýòî
íàêðûòèå ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûì íàêðûòèåì íàä
êëàññèôèöèðóþùèì îòîáðàæåíèåì ζL : Ln−k2d → K(Z/2[d+1], 1), êîòîðîå
îïðåäåëåíî èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
(p[d] ◦ ζ̄)∗(τ[d]) ∈ H2d−1

(L̄n−k2d

[d] ;Z/2), τ[d] ∈ H2d−1
(K(Z/2[d], 1) îáîçíà÷èì

÷åðåç ζ̄[d],L.
Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå itot = i[3] ◦ · · · ◦ i[d]:

K(D4, 1)
i[3]−→ K(Z/2[3], 1)

i[4]−→ · · · i[d]−→ K(Z/2[d], 1)
i[d+1]−→ K(Z/2[d+1], 1). (10)

Îïðåäåëåíà áàøíÿ 2-ëèñòíûõ êàíîíè÷åñêèõ íàêðûòèé

L̄n−k2d

[2]

π[3]−→ L̄n−k2d

[3]

π[4]−→ · · · π[d]−→ L̄n−k2d

[d]

π[d+1]−→ Ln−k2d

. (11)

Ýòà áàøíÿ íàêðûòèé ñíàáæåíà õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì â
äèàãðàììó (10) êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

πtot = π[3] ◦ · · · ◦ π[d] : K(D4, 1) → K(Z/2[d], 1) (12)

áàøíþ íàêðûòèé, èíäóöèðîâàííóþ êîìïîçèöèåé ãîìîìîðôèçìîâ â
äèàãðàììå (10). Îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êëàññîâ

ζ̄[2],L ∈ H2(L̄n−k2d

[2] ;Z/2), . . . , ζ̄[d],L ∈ H2d−1

(L̄n−k2d

[d] ;Z/2),

ζ[d+1],L ∈ H2d

(Ln−k2d

;Z/2). (13)

Êàæäûé ýëåìåíò â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäóöèðîâàí èç
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ñîîòâåòñòâóþùåãî óíèâåðñàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà â (10). Áàøíÿ íàêðûòèé (11) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ (13) îïðåäåëåíà íå òîëüêî äëÿ Z/2[d+1]�
îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðîãî Z/2[d]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ, íî è
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d+1]�îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Èíâàðèàíò Êåðâåðà Θk
Z/2[d+1] ïðîèçâîëüíîãî Z/2[d+1]�

îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (h, Λ, ζL) îïðåäåëèì ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Θk
Z/2[d+1](h, Λ, ζL) = 〈ζ̄

n−k2d

2

[2],L ; [N̄[2]]〉, (14)

ãäå ÷åðåç [N̄[2]] îáîçíà÷åí ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ íàêðûâàþùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (13).

Ïîñòðîåííûé èíâàðèàíò îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì Θk
Z/2[d] :

ImmZ/2[d]
(n, n − k2d−1) → Z/2, êîòîðûé âêëþ÷åí â ñëåäóþùóþ

êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

ImmZ/2[d]
(n− k2d−1, k2d−1)

Θk

Z/2[d]−→ Z/2
↓ δk

Z/2[d+1] ‖

ImmZ/2[d+1]
(n− k2d, k2d)

Θk

Z/2[d+1]−→ Z/2.

(15)

Â ðàçäåëå 2 îïðåäåëåíî ïîíÿòèå Id × İd�ñòðóêòóðû (àáåëåâà
ñòðóêòóðà) ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî
ýëåìåíò èç ãðóïïû Immsf (n − k, k). Äîêàçàíà Òåîðåìà 6 î òîì,
÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ è ïî ìîäóëþ
ýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà ñêîøåííî-
îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ äîïóñêàåò Id × İd�ñòðóêòóðó. Óñëîâèå ýòîé
òåîðåìû ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåòðàêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
êëàññà ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñì. Îïðåäåëåíèå 5.
Òåîðåìà î ðåòðàêöèè äîêàçàíà â ðàçäåëå 8.

Â ðàçäåëå 3 ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå Ia × İa�ñòðóêòóðû
(áèöèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà) Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Â
Ñëåäñòâèè 13 Òåîðåìû 12 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 6
(çäåñü è äàëåå íàòðóðàëüíîå ÷èñëî ns, îïðåäåëåííîå â óñëîâèÿõ ýòîé
òåîðåìû ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì 126, åñëè âûïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå î äåíàäñòðîéêå) ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ãðóïïû

Im(δ
n−ns

32

Z/2[3] : Immsf (n− n− ns

32
,
n− ns

32
) →
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ImmD4(n− n− ns

8
,
n− ns

8
)) (16)

ïðåäñòàâëåí Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì ñ áèöèêëè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé. Äëÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ èíâàðèàíò Êåðâåðà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç Ia × İa�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Â ðàçäåëå 4 ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå Qa × Q̇a�ñòðóêòóðû
(áèêâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà) äëÿ Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ.
Â Ñëåäñòâèè 19 Òåîðåìû 18 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 7
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ãðóïïû

Im(δ
n−ns

32

Z/2[6] : Immsf (n− n− ns

32
,
n− ns

32
) →

ImmZ/2[6]

(n− n− ns

2
,
n− ns

2
)) (17)

ïðåäñòàâëåí Z/2[6]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì ñ áèêâàòåðíèîííîé
ñòðóêòóðîé. Äëÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ èíâàðèàíò Êåðâåðà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç Qa×Q̇a�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Ñëåäóþùèå äâå äèàãðàììû ïîÿñíÿþò ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Íà
ñëåäóþùåé äèàãðàììå îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïû â
ñòðóêòóðíûõ ãðóïïàõ êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé è óêàçàíî íàçâàíèå
ñòðóêòóðû ïîãðóæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé êàæäîé ïîäãðóïïå:

Id ⊕ İd ⊂ Z/2[2] Abelian
structure

↓ i[3] ↓
Ia ⊕ İd ⊂ Z/2[3] cyclic−Abelian

structure

↓ i[4] ↓
Ia × İa ⊂ Z/2[4] bicyclic

structure

↓ i[5] ↓
Q× İa ⊂ Z/2[5] quaternionic−cyclic

structure

↓ i[6] ↓
Q× Q̇ ⊂ Z/2[6] biquaternionic

structure
.

Íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå ïîêàçàíû åñòåñòâåííûå ãîìîìîðôèçìû
ãðóïï êîáîðäèçìîâ ïîãðóæåíèé è óêàçàíû èíâàðèàíòû Êåðâåðà íà
êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï:
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ImmZ/2[2]
(n− 2, 2)

Jk

Z/2[2]−→ ImmZ/2[2]
(n− 2k, 2k)

Θk

Z/2[2]−→ Z/2
↓ δZ/2[3] ↓ δk

Z/2[3] ‖

ImmZ/2[3]
(n− 4, 4)

Jk

Z/2[3]−→ ImmZ/2[3]
(n− 4k, 4k)

Θk

Z/2[3]−→ Z/2
↓ δZ/2[4] ↓ δk

Z/2[4] ‖

ImmZ/2[4]
(n− 8, 8)

Jk

Z/2[4]−→ ImmZ/2[4]
(n− 8k, 8k)

Θk

Z/2[4]−→ Z/2
↓ δZ/2[5] ↓ δk

Z/2[5] ‖

ImmZ/2[5]
(n− 16, 16)

Jk

Z/2[5]−→ ImmZ/2[5]
(n− 16k, 16k)

Θk

Z/2[5]−→ Z/2
↓ δZ/2[6] ↓ δk

Z/2[6] ‖

ImmZ/2[6]
(n− 32, 32)

Jk

Z/2[6]−→ ImmZ/2[6]
(n− 32k, 32k)

Θk

Z/2[6]−→ Z/2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü êîììóòàòèâíîñòüþ ýòîé äèàãðàììû, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî èíâàðèàíò Êåðâåðà, îïðåäåëåííûé â ïîñëåäíåé ñòðîêå
äèàãðàììû, ðàâåí íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ
áèêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû.

Àâòîð áëàãîäàðèò Ïðîô. M.Mahowald'a (2005) è Ïðîô. R.Cohen'a
(2007), ïðîô. P.Landweber'a çà îáñóæäåíèÿ, Ïðîô. À.À.Âîðîíîâà çà
ïðèãëàøåíèå ñ äîêëàäîì â Óíèâåðñèòåò Ìèííåñîòû (2005). Ïðîô. Â.
×åðíîâà çà ïðèãëàøåíèå ñ äîêëàäîì â Äàðòìóñêèé Êîëëåäæ (2009).

Ðàáîòà áûëà íà÷àòà íà ñåìèíàðå Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà â 1998 ãîäó.
Ðàáîòà ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè Ïðîô.Þ.Ï.Ñîëîâüåâà. Òåîðåìà î ðåòðàêöèè
äîêàçàíà íà ñåìèíàðå À.Ñ.Ìèùåíêî.

2 Ãåîìåòðè÷åñêèé êîíòðîëü ìíîãîîáðàçèÿ
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûõ
ïîãðóæåíèé

Â ýòîì è â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ãðóïïû
êîáîðäèçìîâ Immsf (n − k, k), ImmZ/2[2]

(n − 2k, 2k). Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî åñëè ïåðâûé àðãóìåíò â ñêîáêàõ, îáîçíà÷àþùèé ðàçìåðíîñòü
ïîãðóæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, òî óêàçàííàÿ ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé 2�ãðóïïîé.

Äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà Z/2[2] îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì êîïðåäñòàâëåíèåì
{a, b|a4 = b2 = e, [a, b] = a2}. Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
â ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè O(2), ò.å. ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé
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ñòàíäàðòíîé ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåé ïàðó íàïðàâëÿþùèõ ïðÿìûõ,
ïîðîæäåííûõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè {f1, f2}. Ýëåìåíò a ïðåäñòàâëåí
âðàùåíèåì ïëîñêîñòè íà óãîë π

2
. Ýëåìåíò b ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ

ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ñ îáðàçóþùèì âåêòîðîì f1 + f2.
Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó Id × İd ⊂ Z/2[2] äèýäðàëüíîé ãðóïïû,

ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè {a2, b}. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ýëåìåíòàðíàÿ 2�
ãðóïïà ðàíãà 2. Ýòî � ãðóïïà äâèæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ïî îòäåëüíîñòè
êàæäóþ èç ïðÿìûõ l1, l2 ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè f1 + f2, f1 −
f2 ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóïïà êîãîìîëîãèé H1(K(Id × İd, 1);Z/2) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé 2�ãðóïïîé ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Îïèøåì ýòè
îáðàçóþùèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pd : Id × Iḋ → Id � ãîìîìîðôèçì,
ÿäðî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
áèññåêòðèñû ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà. Îïðåäåëèì κd = p∗d(td), ãäå
e 6= td ∈ Id ' Z/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pḋ : Id × Iḋ → İd � ãîìîìîðôèçì,
ÿäðî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
áèññåêòðèññû âòîðîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà, èëè, ýêâèâàëåíòíî, ÿäðî
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè
è ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âòîðîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà.
Îïðåäåëèì κḋ = p∗

ḋ
(tḋ), ãäå e 6= tḋ ∈ Iḋ ' Z/2.

Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κdκḋ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì èç ãðóïïû
H2(K(Id × İd, 1);Z/2)), êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç τd×ḋ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå id×ḋ : K(Id × İd, 1) → K(Z/2[2], 1)
è ðàññìîòðèì îáðàòíûé îáðàç i∗b(τ[2]) ýéëåðîâîãî êëàññà τ[2] ∈
H2(K(Z/2[2], 1);Z/2) óíèâåðñàëüíîãî 2-ðàññëîåíèÿ ζ[2] � íàä
ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Z/2[2], 1). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü
ðàâåíñòâî

κdκḋ = τd×ḋ. (18)

Ðàññìîòðèì ýéëåðîâ êëàññ e(ζ[2]) ∈ H2(K(Z/2[2], 1);Z/2),
êîòîðûé íèæå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå, êàê è
ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññëîåíèå ÷åðåç ζ[2], è èíäóöèðóåì ýòîò êëàññ
â ãðóïïó H2(K(Id × İd, 1);Z/2) ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà id×ḋ.
Èíäóöèðîâàííûé êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ñîâïàäàåò ñ ýéëåðîâîì
êëàññîì τd×ḋ = e(κd ⊕ κḋ) ðàññëîåíèÿ κd ⊕ κḋ, â ñèëó åñòåñòâåííîñòè
ýéëåðîâîãî êëàññà è, ïîñêîëüêó i∗

d×ḋ
(ζ[2]) = κd ⊕ κḋ. Â ýòîé ôîðìóëå

÷åðåç κd, κḋ ñíîâà îáîçíà÷åíû ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä K(Id × İd, 1),
ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé.

Ïîcêîëüêó id×ḋ(ζ[2]) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Óèòíè ïàðû
ñîîòâåòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (18)
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äëÿ ýéëåðîâûõ êëàññîâ.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM),
f : Mn−k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − k, k).
Ïóñòü Z/2[2]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−2k # Rn

ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y = δk
Z/2[2](x) ∈ ImmZ/2[2]

(n − 2k, 2k). Ñêàæåì,
÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM) ÿâëÿåòñÿ Id × İd�
ïîãðóæåíèåì (àáåëåâûì ïîãðóæåíèåì), åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ηN : Nn−2k → K(Z/2[2], 1) ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè ηd×ḋ,N :

Nn−2k → K(Id × İd, 1) è îòîáðàæåíèÿ id×ḋ : K(Id × İd, 1) → K(Z/2[2], 1).
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κ), f :
Mn−k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − k, k), ïðè÷åì
n > 32k. Ïóñòü Z/2[2]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−2k #
Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
f è ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y = δk

Z/2[2](x) ∈ ImmZ/2[2]
(n − 2k, 2k).

Ñêàæåì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM) äîïóñêàåò
àáåëåâó ñòðóêòóðó (Id × İd�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
ηd×ḋ : Nn−2k → K(Id × İd, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[2](y) = 〈η15k

N η
n−32k

2

d×ḋ,N
; [N ]〉. (19)

Â ýòîì óðàâíåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ η∗
d×ḋ,N

(τd×ḋ) ∈
H2(Nn−2k;Z/2) îáîçíà÷åí ÷åðåç ηd×ḋ,N , [N ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ
ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k, ηN ∈ H2(Nn−2k;Z/2) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
Z/2[2]�îñíàùåíèÿ Ψ ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk

sf

îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (5).

Ïðèìåð
Ïóñòü ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM), f : Mn−k # Rn

ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − k, k), n > 32k è ÿâëÿåòñÿ
Id× İd�ïîãðóæåíèåì. Òîãäà ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, Ξ, κM)
äîïóñêàåò àáåëåâó ñòðóêòóðó.
Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü (f, Ξ, κM) ∈ Immsf (n − k, k), f : Mn−k #
Rn, κM ∈ H1(Mn−k;Z/2) ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ Ξ. Ñêàæåì, ÷òî ïàðà
(Mn−k, κM) äîïóñêàåò äåíàäñòðîéêó ïîðÿäêà q, åñëè îòîáðàæåíèå κM :
Mn−k → RP∞ ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùåé êîìïîçèöèåé κ = I ◦ κ′M :
Mn−k → RPn−k−q−1 ⊂ RP∞. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò [(f, Ξ, κM)] äîïóñêàåò
äåíàäñòðîéêó ïîðÿäêà q, åñëè â ýòîì êëàññå êîáîðäèçìà ñóùåñòâóåò
òðîéêà (M ′n−k, Ξ′, κ′M), äîïóñêàþùàÿ äåíàäñòðîéêó ïîðÿäêà q.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü ns, n > ns, íàòóðàëüíîå ÷èñëî âèäà 2s − 2, s ≥
6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò α ∈ Immsf (n − n−ns

32
, n−ns

32
) äîïóñêàåò

äåíàäñòðîéêó ïîðÿäêà q = ns

2
+ 1. Òîãäà ýëåìåíò α äîïóñêàåò Id × İd�

ñòðóêòóðó.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî k′, k′ ≡ 1 (mod 2),
k′ ≥ 7, ñóùåñòâóåò PL-îòîáðàæåíèå d : RPn−k′ → Rn îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ìíîãîîáðàçèå N(d) ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå
κN(d) : N(d) → K(Id, 1), îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà êðàé ∂N(d) (êðàé
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ d) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé ∂N(d) → RPn−k′ ⊂ RP∞ =
K(Id, 1).

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ d : RPn−k′ → Rn

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J0 ñòàíäàðòíóþ (n− k′)�ìåðíóþ ñôåðó êîðàçìåðíîñòè
k′, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà êàê äæîéí n−k′+1

2
= r êîïèé îêðóæíîñòè S1.

Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J0 â Rn ÷åðåç iJ0 : J0 ⊂ Rn.
Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−k′ → J0, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â

ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé
S1 → RP1. Ñòàíäàðòíîå àíòèïîäàëüíîå äåéñòâèå Z/2 × Sn−k′ → Sn−k′ ,
êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì p′. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
p : RPn−k′ → J0.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ0 ◦ p : RPn−k′ → J0 ⊂ Rn. Îòîáðàæåíèå d
îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé δ-äåôîðìàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ. Äåôîðìàöèÿ iJ0 ◦p 7→ d è åå êàëèáð âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå
äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 7

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî (ñóùåñòâåííî ïðîùå) äîêàçàòåëüñòâó
Ïðåäëîæåíèþ 22 èç [A].

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6
Îïðåäåëèì k = n−ns

32
. Ïóñòü ýëåìåíò α ïðåäñòàâëåí ñêîøåíî-îñíàùåííûì

ïîãðóæåíèåì (f, Ξ, κM), f : Mn−k # Rn. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå κ′M : Mn−k → RPn−k−q−1, òàêîå, ÷òî êîìïîçèöèÿ Mn−k →
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RPn−k−q−1 ⊂ K(Id, 1) ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κ : Mn−k → K(Id, 1),
q = ns

2
+ 1. Çàìåòèì, ÷òî k + q + 1 íå÷åòíî, îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç k′

è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå d : RPn−k′ → Rn, ïîñòðîåííîå â Ëåììå (7).
Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε ìåíüøèì ðàäèóñà ðåãóëÿðíîé

(ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè Ureg ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ d
è ìåíüøèì ðàäèóñà ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè U∂N(d) (ïîãðóæåííîé)
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå f1 :
Mn−k # Rn â êëàññå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè ïîãðóæåíèÿ f òàêîå, ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

dist(d ◦ κ′; f1)C0 < ε.

Ïîãðóæåíèå f1 ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì ïîñðåäñòâîì Ξ1 ñ òåì
æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ κM , ïðè ýòîì
[(f1, Ξ1, κM)] = α, ñì. [A], Ñëåäñòâèå 23.

Äîêàæåì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå f1 äîïóñêàåò Id ×
İd�ñòðóêòóðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn−2k

1 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ f1. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ηd×ḋ : Nn−2k

1 → K(Id × İd, 1).
Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k

1 â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ
ìíîãîîáðàçèé ïî îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû: Nn−2k

1 = Nn−2k
N(d) ∪∂ Nn−2k

reg . Â
ýòîé ôîðìóëå Nn−2k

N(d) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ïîãðóæåííî â ðåãóëÿðíóþ
(ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü UN(d) ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì N(d) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ìíîãîîáðàçèå
Nn−2k

reg ñ êðàåì, ïîãðóæåííî â ïîãðóæåííóþ îêðåñòíîñòü Ureg. Îáùèé
êðàé ìíîãîîáðàçèé Nn−2k

N(d) Nn−2k
reg ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèå

ðàçìåðíîñòè n − 2k − 1, ýòî ìíîãîîáðàçèå ïîãðóæåíî â ãðàíèöó
ïîãðóæåííîé îêðåñòíîñòè U∂N(d).

Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè Nn−2k
1 êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κd,N1 ∈

H1(Nn−2k
1 ;Z/2) îòîáðàæåíèåì Nn−2k

1

κd,N1−→ K(Id, 1). Íà ïîäìíîãîîáðàçèè
Nn−2k

reg îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå κd,Nreg : Nn−2k
reg → K(Id, 1) êàê êîìïîçèöèþ

ïðîåêöèè Nn−2k
reg → RPn−k′ è âêëþ÷åíèÿ RPn−k′ ⊂ RP∞ = K(Id, 1). Íà

ïîäìíîãîîáðàçèè Nn−2k
N(d) îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå κN(d) : Nn−2k

N(d) → K(Id, 1)

êàê êîìïîçèöèþ ïðîåêöèè Nn−2k
N(d) → N(d) è îòîáðàæåíèÿ κd : N(d) →

K(Id, 1), ïîñòðîåííîãî â Ëåììå 7. Îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèé κN(d),
κd,Nreg íà êðàÿ ∂Nn−2k

N(d) è ∂Nn−2k
reg ãîìîòîïíû, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå

κN(d) : N(d) → K(Id, 1) óäîâëåòâîðÿåò íà ∂N(d) ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå κd,N1 : Nn−2k

1 → K(Id, 1) êàê
ðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèé κN(d) è κd,Nreg .

Êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κḋ,N1
∈ H1(Nn−2k

1 ;Z/2) îïðåäåëèì
êàê cóììó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà êàíîíè÷åñêîãî äâóëèñòíîãî

12



íàêðûòèÿ N̄n−2k
1 → Nn−2k

1 ñ êëàññîì κd,N1 . Ïàðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ
êëàññîâ κḋ,N1

, κd,N1 îïðåäåëÿþò èñêîìîå îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,N1
: Nn−2k

1 →
K(Id × İd, 1). Ýòî îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî
η∗

d×ḋ,N1
(κd) = κd,N1 , η∗

d×ḋ,N1
(κḋ) = κḋ,N1

.
Ïðîâåðèì óðàâíåíèå (19). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κ′M : Mn−k →

RPn−k−q−1 è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM2 : Mn−k
2 → RPn−k−q−1,

êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê îãðàíè÷åíèå κ′M íà ïîëíûé ïðîîáðàç
Mn−16k

2 = κ′−1(RPn−16k−q−1) ïðîåêòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà RPn−16k−q−1 ⊂
RPn−k−q−1 êîðàçìåðíîñòè 15k, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòîáðàæåíèå κ′M
òðàíñâåðñàëüíî âäîëü ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå f2 : Mn−k # Rn, êîòîðîå îïðåäåëåíî
êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ f1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå iM : Mn−16k

2 ⊂
Mn−k. Ïîãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè
16k. Îáîçíà÷èì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ýòîãî ïîãðóæåíèÿ ÷åðåç Ξ2, à
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ýòîãî ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ÷åðåç κM2 ∈
H1(Mn−16k

2 ;Z/2). Ïî ïîñòðîåíèþ κM2 = i∗MκM . Òðîéêà (f2, Ξ2, κM2)
îïðåäåëÿåò ýëåìåíò J16k

sf (α) ∈ Immsf (n− 16k, 16k).
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f2 è

îáîçíà÷èì ýòî ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç Nn−32k
2 . Îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå

âëîæåíèå

iN1 : Nn−32k
2 ⊂ Nn−2k

1 . (20)

Ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
ïðåäñòàâëÿåò öèêë iN1,∗([N2]) ∈ Hn−32k(N

n−2k
1 ;Z/2). Ýòîò öèêë

äâîéñòâåíåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå öèêëó η15k
N1

∈ H30k(Nn−2k
1 ;Z/2).

Äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (20) öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â
ïîäìíîãîîáðàçèè Nn−2k

reg ⊂ Nn−2k
1 , ò.å ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Im(iN1(N
n−32k
2 )) ⊂ Nn−2k

reg ⊂ Nn−2k
1 . (21)

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηN(d) : (N(d), ∂N(d)) →
(K(Z/2[2], 1), K(Id, 1)) è îáîçíà÷èì ñíîâà ÷åðåç ηN(d) ∈ H2(N(d);Z/2)
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ, êîòîðûé èíäóöèðîâàí èç óíèâåðñàëüíîãî
êëàññà η[2] ∈ H2(K(Z/2[2], 1);Z/2) (èç ýéëåðîâîãî êëàññà óíèâåðñàëüíîãî
Z/2[2]-ðàññëîåíèÿ) îòîáðàæåíèåì ηN(d). Êëàññ ãîìîëîãèé (η15k

N1
)(op) ∈

Hn−32k(N
n−2k
1 ;Z/2) ïðåäñòàâëåí öèêëîì, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà

ïîäìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì Nn−2k
N(d) ⊂ Nn−2k

1 ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì ïðîîáðàçîì
îòíîñèòåëüíîãî öèêëà ((ηN(d))

15k)(op) ïðè ïðîåêöèè Nn−2k
N(d) → N(d) íà

öåíòðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì â ðåãóëÿðíîé
ïîãðóæåííîé îêðåñòíîñòè.
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Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü dim(N(d)) =
n−2k−2q−2 = n− n−ns

16
−ns−2 ìåíüøå êîðàçìåðíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ

(20), êîòîðàÿ ðàâíà 30k = 15(n−ns)
16

, îòíîñèòåëüíûé ãîìîëîãè÷åñêèé
êëàññ, äâîéñòâåííûé êîöèêëó (ηN(d))

15k, ïðåäñòàâëåí â N(d) ïóñòûì
ìíîãîîáðàçèåì. Ýòî äîêàçûâàåò ôîðìóëó (21).

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (19) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó
ôîðìóëû (21), êîöèêë ηd×ḋ,N1

∈ H2(Nn−2k
1 ;Z/2), îãðàíè÷åííûé íà

ïîäìíîãîîáðàçèå (20), ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì êîöèêëà ηN1 ∈
H2(Nn−2k

1 ;Z/2) íà ýòî æå ìíîãîîáðàçèå. Òåì ñàìûì, ôîðìóëà (19) è
Òåîðåìà 6 äîêàçàíû.

3 Ia × İa�ñòðóêòóðà (áèöèêëè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà) íà Z/2[3]�îñíàùåííîì
ïîãðóæåíèè

Îïðåäåëèì ãðóïïó Ia êàê öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 4 â ãðóïïå
äèýäðà Ia ⊂ Z/2[2], ñì. [A], ðàçäåë 2. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó

ia×ȧ : Ia × İa ⊂ Z/2[4]. (22)

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R8 îïðåäåëåí îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ
(e1, . . . , e8), ïðè ïîìîùè êîòîðîãî îïðåäåëÿëàñü ãðóïïà Z/2[4].

Îáîçíà÷èì îáðàçóþùèå êîìïîíåíò ñîìíîæèòåëåé ãðóïïû Ia × İa

÷åðåç a, ȧ ñîîòâåòñòâåííî. Îïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Z[4]
2 , êîòîðûå

ñîîòâåòñòâóþò êàæäîé îáðàçóþùåé. Ðàññìîòðèì íîâûé áàçèñ {f1, . . . , f8},
îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè f2i−1 = e2i−1 + e2i, f2i = e2i−1− e2i, i = 1, . . . , 4.
Îáðàçóþùàÿ a ïîðÿäêà 4 ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì â êàæäîé ïëîñêîñòè
(f1, f3), (f5, f7) íà óãîë π

2
è îäíîâðåìåííîé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé â

ïëîñêîñòè (f2 − f4, f6 − f8). Îáðàçóþùàÿ ȧ ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì â
ïëîñêîñòÿõ (f2 − f4, f6 − f8), (f2 + f4, f6 + f8) íà óãîë π

2
è îäíîâðåìåííîé

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè (f1 − f5, f3 − f7).
Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Ia × İa èìååò èíâàðèàíòíûå

(2, 2, 2, 2)-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç R2
a,+,

R2
a,−, R2

ȧ,+, R2
ȧ,−.

Ïîäïðîñòðàíñòâî R2
a,+ ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f1 + f5, f3 + f7).

Ïîäïðîñòðàíñòâî R2
a,− ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f1 − f5, f3 − f7).

Ïîäïðîñòðàíñòâî R2
ȧ,+ ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f2 + f4, f6 + f8).

Ïîäïðîñòðàíñòâî R2
ȧ,− ïîðîæäåíî ïàðîé âåêòîðîâ (f2 − f4, f6 − f8)

Îáðàçóþùàÿ a äåéñòâóåò ïîâîðîòîì íà óãîë π
2
â êàæäîé ïëîñêîñòè

R2
a,+, R2

a,− è ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè R2
ȧ,−, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî,
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êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì îáðàçóþùåé ȧ â ýòîé ïëîñêîñòè. Îáðàçóþùàÿ
ȧ äåéñòâóåò ïîâîðîòîì íà óãîë π

2
â êàæäîé ïëîñêîñòè R2

ȧ,+ R2
ȧ,−

è îäíîâðåìåííî öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé â ïëîñêîñòè R2
a,−, êîòîðàÿ,

î÷åâèäíî, êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì îáðàçóþùåé a â ýòîì ïëîñêîñòè.
Ïîäãðóïïà (22) îïðåäåëåíà.

Óäîáíî ïåðåéòè ê íîâîìó áàçèñó

(h1,+,h2,+,h1,−,h2,−, ḣ1,+, ḣ2,+, ḣ1,−, ḣ2,−).

Ïàðû âåêòîðîâ (h1,+,h2,+), (h1,−,h2,−) çàäàþò áàçèñû â
ïîäïðîñòðàíñòâàõ R2

a,+, R2
a,− ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ïàðû âåêòîðîâ

(ḣ1,+, ḣ2,+), (ḣ1,−, ḣ2,−) çàäàþò áàçèñû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ R2
ȧ,+, R2

ȧ,−
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó ia×ḋ,a×ȧ : Ia× İd ⊂ Ia× İa, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû Ia c ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé İd âòîðîãî
ñëàãàåìîãî. Îïðåäåëåíî âëîæåíèå ia×ḋ : Ia × İd ⊂ Z/2[3], ñîãëàñîâàííîå ñ
âëîæåíèåì (22). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Id × İd

id×ḋ−→ Z/2[2]

id×ḋ,a×ḋ ↓ i[3] ↓
Ia × İd

ia×ḋ−→ Z/2[3]

ia×ḋ,a×ȧ ↓ i[4] ↓
Ia × İa

ia×ȧ−→ Z/2[4].

(23)

Îïðåäåëèì òàêæå âêëþ÷åíèå id×ḋ,a×ḋ = id×ḋ,a×pd×ḋ,ḋ : Id× İd ⊂ Ia× İd.
Ãîìîìîðôèçì ia,b : Id× İd → İa îïðåäåëåí êàê êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìà
ïðîåêöèè Id × İd → İd è ãîìîìîðôèçìà âêëþ÷åíèÿ İd ⊂ İa. Ïðè ýòîì
îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Id × İd

id×ḋ,a×ḋ−→ Z/2[2]
i
diag,Z/2[2]−→ Z/2[2] × Z/2[2]

id×ḋ,a×ḋbigcap bari[3]

⋂

Ia × İd

ia×ḋ−→ Z/2[3].

(24)

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü Z/2[3]�îcíàùåííîå (Z/2[4]�îcíàùåííîå)
ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−4k # Rn (h : Ln−8k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò z ∈ ImmZ/2[3]

(n−4k, 4k) (z ∈ ImmZ/2[4]
(n−8k, 8k)). Ñêàæåì, ÷òî

ýòî Z/2[3]�îcíàùåííîå (Z/2[4]�îcíàùåííîå) ïîãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ Ia× İd�
îñíàùåííûì (Ia × İa�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, åñëè ñòðóêòóðíîå
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îòîáðàæåíèå ζL : Ln−4k → K(Z/2[3], 1) (ζL : Ln−8k → K(Z/2[4], 1))
ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ζa×ḋ,L : Ln−4k →
K(Ia × İd, 1) (ζa×ȧ,L : Ln−8k → K(Ia × İa, 1)) è îòîáðàæåíèÿ
ia×ḋ : K(Ia × İd, 1) → K(Z/2[3], 1) (ia×ȧ : K(Ia × İa, 1) → K(Z/2[4], 1)).

Ðàññìîòðèì àíàëîãè ñîîòíîøåíèÿ (18) äëÿ ãðóïï Ia × İd è Ia × İa�
îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Ãðóïïà êîãîìîëîãèé H4(K(Ia × Id, 1);Z/2) (H8(K(Ia × İa, 1);Z/2)
ñîäåðæèò ýëåìåíò τa×ḋ, (τa×ȧ), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæåñëåäóþùåì
óðàâíåíèåì (25) ((26)).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ia×ḋ : K(Ia × İd, 1) → K(Z/2[3], 1)

( ia×ȧ : K(Ia × İa, 1) → K(Z/2[4], 1)) è ðàññìîòðèì îáðàòíûé
îáðàç i∗

a×ḋ
(τ[3]) (i∗a×ȧ(τ[4])) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ýéëåðîâîãî êëàññà τ[3] ∈

H4(K(Z/2[3]), 1);Z/2) (τ[4] ∈ H8(K(Z/2[4]), 1);Z/2)) óíèâåðñàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ. Îïðåäåëèì

i∗
a×ḋ

(τ[3]) = τa×ḋ ∈ H4(K(Ia × İd, 1);Z/2), (25)

i∗a×ȧ(τ[4]) = τa×ȧ ∈ H8(K(Ia × İa, 1);Z/2). (26)

Â ðàçäåëå 1, äëÿ Z/2[d+1]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (h, Λ, ζL), íàðÿäó
ñ 2d-ìåðíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ζL ∈ H2d

(Ln−k2d
;Z/2),

ðàññìàòðèâàëñÿ òàêæå 2-ìåðíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄[2],L ∈
H2(L̄n−k2dk

[2] ;Z/2). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ζa×ḋ : Ln−4k → K(Ia × İd, 1) (ζa×ȧ :

Ln−8k → K(Ia × İa, 1)) àíàëîãîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ζ̄[2],L

ñëóæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄n−4k

d×ḋ
;Z/2), ïðè d =

3 (ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄n−8k

d×ḋ
;Z/2), ïðè d = 4). Îïðåäåëèì ýòîò 2-ìåðíûé

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,L èíäóöèðîâàí èç óíèâåðñàëüíîãî

êëàññà τd×ḋ ∈ H2(K(Id × İd, 1);Z/2) ïðè îòîáðàæåíèè ζ̄d×ḋ,L : L̄n−4k

d×ḋ
→

K(Id × İd, 1) (ζ̄d×ḋ,L : L̄n−8k

d×ḋ
→ K(Id × İd, 1)). Îòîáðàæåíèå ζ̄d×ḋ,L

îïðåäåëåíî êàê 2-ëèñòíîå íàêðûòèå îòîáðàæåíèÿ ζN îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû id×ḋ,a×ḋ : Id × İd ⊂ Ia × İd (êàê 4-ëèñòíîå íàêðûòèå
îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû id×ḋ,a×ȧ : Id × İd ⊂ Ia × İa). Ýòî 2-ëèñòíîå
(4-ëèñòíîå) íàêðûòèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Ln−4k (Ln−8k) îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû id×ḋ,a×ḋ (id×ḋ,a×ȧ) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç πd×ḋ,a×ḋ : L̄n−4k

d×ḋ
→ Ln−4k

(πd×ḋ,a×ȧ : L̄n−8k

d×ḋ
→ Ln−8k).

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−2k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[2]
(n − 2k, 2k),
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ïðè÷åì n > 32k. Ïóñòü Z/2[3]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h :
Ln−4k # Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
g è ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[3],k(y) ∈ ImmZ/2[3]

(n − 4k, 4k).
Ñêàæåì, ÷òî Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò Ia × İd�
ñòðóêòóðó, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζa×ḋ,L : Ln−4k → K(Ia × İd, 1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[2](y) = 〈π∗

d×ḋ,a×ḋ,L
(ζ7k

L )ζ̄
n−32k

2

d×ḋ,L
; [L̄d×ḋ]〉, (27)

ãäå [L̄d×ḋ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−4k

d×ḋ
,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[2] îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (6).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−4k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]
(n − 4k, 4k), ïðè÷åì

n > 32k. Ïóñòü Z/2[4]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−8k #
Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g è
ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[4],k(y) ∈ ImmZ/2[4]

(n − 8k, 8k). Ñêàæåì,
÷òî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò áèöèêëè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó (Ia × İa�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζa×ȧ,L :
Ln−8k → K(Ia × İa, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[3](y) = 〈π∗

d×ḋ,a×ȧ,L
(ζL)3kζ̄

n−32k
2

d×ḋ,L
; [L̄d×ḋ]〉, (28)

ãäå [L̄d×ḋ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−8k

d×ḋ
,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[3] îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (14).

Ïðèìåð
Ïóñòü Z/2[2]-îñíàùåííîå ( Z/2[3]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN),
g : Nn−2k # Rn (g : Nn−4k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈
ImmZ/2[2]

(n − 2k, 2k) (y ∈ ImmZ/2[3]
(n − 4k, 4k)) è ÿâëÿåòñÿ Id × İd�

îñíàùåííûì (Ia × İd�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, ïðè÷åì n > 32k.
Ïóñòü Z/2[3]-îñíàùåííîå (Z/2[4]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h :

Ln−4k # Rn (h : Ln−8k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò z = δZ/2[3],k ∈
ImmZ/2[3]

(n − 4k, 4k) (z = δZ/2[4],k ∈ ImmZ/2[4]
(n − 8k, 8k)) è ÿâëÿåòñÿ

Ia × İd�îñíàùåííûì (Ia × İa�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì. Òîãäà Z/2[2]�
îñíàùåííîå (Z/2[3]�îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò Ia ×
İd�ñòðóêòóðó (Ia × İa�ñòðóêòóðó), çàäàííóþ ðåäóêöèåé ζa×ḋ,L (ζa×ȧ,L)
ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζL.
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Îáîñíîâàíèå ïðèìåðà
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå Ia × İa�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Ðàññìîòðèì
êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ζa×ȧ,L = ζ∗a×ȧ,L(τa×ȧ) ∈ H8(Ln−8k;Z/2). Çàìåòèì,
÷òî ýòîò êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ζL = ζ∗L(τ[4]),
ïîñêîëüêó îáà êëàññà îïðåäåëåíû êàê ýéëåðîâû êëàññû îäíîãî è òîãî
æå ðàññëîåíèÿ. Òåïåðü ôîðìóëà (28) î÷åâèäíà.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû àíàëîãè÷íû Òåîðåìå 7.

Òåîðåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[2]

(n − n−ns

16
, n−ns

16
), ns =

2s − 2, n > ns, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,N :

Nn−n−ns
16 → K(Id × İd, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[2](y) = 〈(η

15(n−ns)
32

N )η
ns
2

d×ḋ,N
; [N ]〉, (29)

ãäå [N ] � ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns
16 , Θk

Z/2[2]

� õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (6). Òîãäà
ýëåìåíò JZ/2[3], n−ns

32 (y) â ãðóïïå ImmZ/2[3]
(n − n−ns

8
, n−ns

8
) ïðåäñòàâëåí

Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h, Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò Ia × İd-
ñòðóêòóðó.

Òåîðåìà 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]

(n − n−ns

8
, n−ns

8
), ns =

2s − 2, n > ns, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa×ḋ,N :

Nn−n−ns
8 → K(Ia × İd, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[3](y) = 〈(π∗

d×ḋ,a×ḋ,N
ηN)

7(n−ns)
16 η̄

ns
2

d×ḋ,N
; [N̄d×ḋ]〉, (30)

ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄
n−n−ns

8

d×ḋ
è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,N :

N̄
n−n−ns

8

d×ḋ
→ K(Id × İd, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[3],N îïðåäåëÿþòñÿ

ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì ïîíÿòèÿì â (27), ÷åðåç [N̄d×ḋ] îáîçíà÷åí
ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ N̄

n−n−ns
8

d×ḋ
.

Òîãäà ýëåìåíò JZ/2[3], n−ns
32 (y) â ãðóïïå ImmZ/2[3]

(n − n−ns

8
, n−ns

8
)

ïðåäñòàâëåí Z/2[3]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h, Λ, ζL), êîòîðîå
äîïóñêàåò Ia × İd-ñòðóêòóðó.
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Ñëåäñòâèå 13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 6
(ò.å. ns ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì âèäà 2s − 2, n > ns,
s ≥ 6 è ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − n−ns

32
, n−ns

32
) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ

ïîðÿäêà q = ns

2
). Òîãäà ýëåìåíò δk

Z[3] ◦ δk
[2](x), îïðåäåëåííûé ïðè

ïîìîùè êîìïîçèöèè ãîìîìîðôèçìîâ (8), k = n−ns

32
, ïðåäñòàâëåí Z/2[3]�

îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (h, Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò áèöèêëè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó.

4 Qa × Q̇a�ñòðóêòóðà (áèêâàòåðíèîííàÿ
ñòðóêòóðà) Z/2[6]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå êâàòåðíèîííîé ïîäãðóïïû Qa ⊂ Z/2[3], êîòîðàÿ
ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Ia ⊂ Qa, ñì. [A], ðàçäåë 2.

Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó

iQa×Q̇a
: Qa × Q̇a ⊂ Z/2[6]. (31)

Ðàññìîòðèì áàçèñ (h1,+,h2,+,h1,+,h2,−, ḣ1,+, ḣ2,+, ḣ1,−, ḣ2,−)
ïðîñòðàíñòâà R8, êîòîðûé áûë îïðåäåëåí ïðè ïîñòðîåíèè áèöèêëè÷åñêîé
ñòðóêòóðû.

Îïèøåì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R32. Ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç 32 âåêòîðîâ,
ðàçáèòûõ íà äâà ïîäìíîæåñòâà èç 16 âåêòîðîâ

h1,∗,∗∗,h2,∗,∗∗,h3,∗,∗∗,h4,∗,∗∗, (32)

ḣ1,∗,∗∗, ḣ2,∗,∗∗, ḣ3,∗,∗∗, ḣ4,∗,∗∗, (33)

ãäå ñèìâîëû ∗, ∗∗ íåçàâèñèìî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ +,−. Â êàæäîì èç
ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ 4 âåêòîðàìè (32), äëÿ êîòîðûõ ñèìâîëû
∗, ∗∗ ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Qa × Q̇a

çàäàíî òðèâèàëüíî íà âòîðîì ñëàãàåìîì Q̇a, ïðè ýòîì îáðàçóþùèå
i,j,k ñëàãàåìîãî Qa äåéñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îïðåäåëåííûìè
ìàòðèöàìè:




0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 , (34)
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0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0


 , (35)




0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 . (36)

Îáðàçóþùàÿ i (j) ïåðâîãî ñëàãàåìîãî Qa äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé â êàæäîì 4-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (33), ïîðîæäåííîì
âåêòîðàìè, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ ∗ (∗∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −, à èíäåêñ
∗∗ (∗) ïðèíèìàåò ëþáîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, â îñòàâøåéñÿ ïàðå
ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè (33) äåéñòâèå òîæäåñòâåííî.

Â êàæäîì èç ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ 4 âåêòîðàìè (33) , äëÿ
êîòîðûõ ñèìâîëû ∗, ∗∗ ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû Qa × Q̇a çàäàíî òðèâèàëüíî íà ïåðâîì ñëàãàåìîì Qa, ïðè÷åì
îáðàçóþùèå i,j,k ñëàãàåìîãî Q̇a ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöàìè (34),(35),(36).

Îáðàçóþùàÿ i (j) âòîðîãî ñëàãàåìîãî Q̇a äåéñòâóåò öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé â êàæäîì 4-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå (32), ïîðîæäåííîì
âåêòîðàìè, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ ∗ (∗∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −, à
èíäåêñ ∗∗ (∗) ïðèíèìàåò ëþáîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, â îñòàâøåéñÿ
ïàðå ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè (32) äåéñòâèå òîæäåñòâåííî.
Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè ëåæèò â öåíòðå
ãðóïïû Qa (Q̇a), ïðåîáðàçîâàíèå ëþáîãî ýëåìåíòà èç Q̇a (Qa) â
íåïðèâîäèìîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ Qa (Q̇a) êîììóòèðóåò ñ
ýëåìåíòàìè óêàçàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîäãðóïïà (31) îïðåäåëåíà.

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó iQa×İa,Qa×Q̇a
: Qa × İa ⊂ Qa × Q̇a, êîòîðàÿ

îïðåäåëåíà ïðÿìîé ñóììîé ãðóïïû Qa c öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé İa

âòîðîãî ñëàãàåìîãî. Îïðåäåëåíî âëîæåíèå iQa×İa
: Qa × İa ⊂ Z/2[4],

èíäóöèðîâàííîå èç âëîæåíèÿ (31). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ
äèàãðàììà:
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Id × İd

id×ḋ−→ Z/2[2]

id×ḋ,a×ḋ ↓ i[3] ↓
Ia × İd

ia×ḋ−→ Z/2[3]

ia×ḋ,a×ȧ ↓ i[4] ↓
Ia × İa

ia×ȧ−→ Z/2[4]

iIa×İa,Qa×İa
↓ i[5] ↓

Qa × İa

iQa×İa−→ Z/2[5]

iQa×İa,Qa×Q̇a
↓ i[6] ↓

Qa × Q̇a

iQa×Q̇a−→ Z/2[6],

(37)

êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äèàãðàììó (23) â êà÷åñòâå ïîääèàãðàììû.
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî Îïðåäåëåíèþ 8.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü Z/2[5]�îcíàùåííîå (Z/2[6]�îcíàùåííîå)
ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−16k # Rn (h : Ln−32k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò z ∈ ImmZ/2[5]

(n − 16k, 16k) (z ∈ ImmZ/2[6]
(n − 32k, 32k)).

Ñêàæåì, ÷òî ýòî Z/2[5]�îcíàùåííîå (Z/2[6]�îcíàùåííîå) ïîãðóæåíèå
ÿâëÿåòñÿ Qa × İa�îñíàùåííûì (Qa × Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì,
åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζL : Ln−16k → K(Z/2[5], 1)
(ζL : Ln−32k → K(Z/2[6], 1)) ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîìïîçèöèè
ζQa×İa,L : Ln−16k → K(Qa × İa, 1) (ζQa×Q̇a,L : Ln−32k → K(Qa × Q̇a, 1))
è îòîáðàæåíèÿ iQa×İa

: K(Qa × İa, 1) → K(Z/2[5], 1) (iQa×Q̇a
:

K(Qa × Q̇a, 1) → K(Z/2[6], 1)).
Ðàññìîòðèì àíàëîãè ñîîòíîøåíèé (18), (25), (26) äëÿ ãðóïï Qa × İa

è Qa × Q̇a�îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé ñîîòâåòñòâåííî.
Ãðóïïà êîãîìîëîãèé H16(K(Qa× İa, 1);Z/2) (H32(K(Qa×Qa, 1);Z/2))

ñîäåðæèò ýëåìåíò τQa×İa
, (τQa×Q̇a

, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
íèæåñëåäóþùèì óðàâíåíèåì (38) ((39)).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå iQa×İa
: K(Qa × İa, 1) → K(Z/2[5], 1)

(iQa×Q̇a
: K(Qa × Q̇a, 1) → K(Z/2[5], 1)) è ðàññìîòðèì îáðàòíûé îáðàç

i∗
Qa×İa

(τ[5]) (i∗
Qa×Q̇a

(τ[6])) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ýéëåðîâîãî êëàññà τ[5] ∈
H16(K(Z/2[5]), 1);Z/2) (τ[6] ∈ H32(K(Z/2[6]), 1);Z/2)) óíèâåðñàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ. Îïðåäåëèì

i∗
Qa×İa

(τ[5]) = τQa×İa
∈ H16(K(Qa × İa, 1);Z/2), (38)

i∗
Qa×Q̇a

(τ[6]) = τQa×Q̇a
∈ H32(K(Qa × Q̇a, 1);Z/2). (39)
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Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ζQa×İa
: Ln−16k → K(Qa × İa, 1) ζQa×Q̇a

:

Ln−32k → K(Ia × İd, 1) àíàëîãîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà ζ̄[2],L

ñëóæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄n−16k

d×ḋ
;Z/2), ïðè d =

5 (ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄n−32k

d×ḋ
;Z/2), ïðè d = 6). Îïðåäåëèì ýòîò 2-ìåðíûé

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ.
Îòîáðàæåíèå ζ̄d×ḋ,L îïðåäåëåíî êàê 8-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä

îòîáðàæåíèåì ζ[5],L îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû id×ḋ,Qa×İa
: Id × İd ⊂ Qa ×

İa ( êàê 16-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðàæåíèåì ζ[6],L îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû id×ḋ,Qa×Q̇a

: Id × İd ⊂ Qa × Q̇a). Íàä ìíîãîîáðàçèåì
Ln−16k (Ln−32k) óêàçàííîå íàêðûòèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç πd×ḋ,Qa×İa,L

(πd×ḋ,Qa×Q̇a,L).

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−8k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]
(n − 8k, 8k), ïðè÷åì

n > 32k. Ïóñòü Z/2[5]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−16k #
Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g è
ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò δk

Z/2[5](y) ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k). Ñêàæåì, ÷òî

Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò Qa × İa�ñòðóêòóðó,
åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζQa×İa,L : Ln−16k → K(Qa × İa, 1),
óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[4](y) = 〈π∗

d×ḋ,Qa×İa,L
(ζk)ζ̄

n−32k
2

d×ḋ
; [L̄d×ḋ]〉, (40)

ãäå [L̄d×ḋ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−16k

d×ḋ
,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[4](y) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (14)

ïðè d = 4.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−16k # Rn ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k),

ïðè÷åì n > 32k. Ïóñòü Z/2[6]�îcíàùåííîå ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h :
Ln−32k # Rn ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
g è ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò δk

Z/2[6](y) ∈ ImmZ/2[6]
(n − 32k, 32k). Ñêàæåì,

÷òî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ
ñòðóêòóðó (Qa×Q̇a�ñòðóêòóðó), åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ζQa×Q̇a,L :

Ln−32k → K(Qa × Q̇a, 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ:

Θk
Z/2[5](y) = 〈ζ̄

n−32k
2

d×ḋ
; [L̄d×ḋ]〉, (41)
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ãäå [L̄d×ḋ]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−32k

d×ḋ
,

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî Θk
Z/2[5](y) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (14)

ïðè d = 5.

Ïðèìåð
Ïóñòü Z/2[4]-îñíàùåííîå (Z/2[5]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g :

Nn−8k # Rn (g : Nn−16k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]
(n −

8k, 8k) (y ∈ ImmZ/2[5]
(n − 16k, 16k)) è ÿâëÿåòñÿ Qa × İa�îñíàùåííûì

(Qa × Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì, ïðè÷åì n > 32k. Ïóñòü Z/2[5]-
îñíàùåííîå (Z/2[6]-îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (h, Λ, ζL), h : Ln−16k # Rn

(h : Ln−32k # Rn) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò δk
Z/2[5](y) ∈ ImmZ/2[5]

(n−16k, 16k)

(δk
Z/2[6](y) ∈ ImmZ/2[6]

(n − 32k, 32k)) è ÿâëÿåòñÿ Qa × İa�îñíàùåííûì
(Qa × Q̇a�îñíàùåííûì) ïîãðóæåíèåì. Òîãäà Z/2[4]�îñíàùåííîå (Z/2[5]�
îñíàùåííîå) ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN) äîïóñêàåò Qa × İa�ñòðóêòóðó (Qa ×
Q̇a�ñòðóêòóðó), çàäàííóþ ðåäóêöèåé ζQa×İa,L (ζQa×İa,L) ñòðóêòóðíîãî
îòîáðàæåíèÿ ζ[4],L (ζ[5],L).

Îáîñíîâàíèå ïðèìåðà
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå Qa × Q̇a�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ. Ðàññìîòðèì
êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ζQa×Q̇a,L = ζ∗

Qa×Q̇a,L
(τQa×Q̇a

) ∈ H32(Ln−32k;Z/2).
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ζL =
ζ∗L(τ[6]), ïîñêîëüêó îáà êëàññà îïðåäåëåíû êàê ýéëåðîâû êëàññû îäíîãî è
òîãî æå ðàññëîåíèÿ. Òåïåðü ôîðìóëà (41) î÷åâèäíà.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû àíàëîãè÷íû Òåîðåìàì 6,11,12.

Òåîðåìà 17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]

(n − n−ns

4
, n−ns

4
), ns =

2s − 2, n > 5ns + 168, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå
ηa×ȧ,N : Nn−n−ns

4 → K(Ia × İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[4](y) = 〈π∗

d×ḋ,a×ḋ,N
(η

3(n−ns)
32

[4],N )η̄
ns
2

d×ḋ,N
; [N̄d×ḋ]〉, (42)

ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄
n−n−ns

4

d×ḋ
è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,N :

N̄
n−n−ns

4

d×ḋ
→ K(Id × İd, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[4],N îïðåäåëÿþòñÿ

ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì ïîíÿòèÿì â (40). Òîãäà ýëåìåíò J
n−ns

32

Z/2[5](y)
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â ãðóïïå ImmZ/2[5]
(n − n−ns

2
, n−ns

2
) ïðåäñòàâëåí Z/2[5]�îñíàùåííûì

ïîãðóæåíèåì (h, Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò Qa × İa-ñòðóêòóðó.

Òåîðåìà 18. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, Ψ, ηN), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]

(n − n−ns

2
, n−ns

2
), ns =

2s − 2, n > 5ns+84
3

, s ≥ 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå
ηQa×İa,N : Nn−n−ns

2 → K(Qa × İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå:

Θk
Z/2[5](y) = 〈π∗

d×ḋ,Qa×İa,N
(η

n−ns
32

N )η̄
ns
2

d×ḋ,N
; [N̄d×ḋ]〉, (43)

ãäå íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå N̄
n−n−ns

2

d×ḋ
è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,N :

N̄
n−n−ns

2

d×ḋ
→ K(Id × İd, 1) íàä îòîáðàæåíèåì η[4],N îïðåäåëÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî ïîíÿòèÿì â (40), (42). Òîãäà ýëåìåíò J
n−ns

32

Z/2[6](y) â ãðóïïå
ImmZ/2[6]

(ns, n − ns) ïðåäñòàâëåí Z/2[6]�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì
(h, Λ, ζL), êîòîðîå äîïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.

Ñëåäñòâèå 19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 6 (ò.å.
çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî ns âèäà 2s − 2, n > ns, s ≥ 6 è çàäàí ýëåìåíò
x ∈ Immsf (n − n−ns

32
, n−ns

32
), êîòîðûé äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà q =

ns

2
). Òîãäà ýëåìåíò

δk
Z[5] ◦ δk

Z[4] ◦ δk
Z[3] ◦ δk

Z/2[2](x), (44)

îïðåäåëåííûé ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîçèöèè
ãîìîìîðôèçìîâ (8) k = n−ns

32
, ïðåäñòàâëåí Z/2[5]�îñíàùåííûì

ïîãðóæåíèåì (g, Ψ, ηN), êîòîðîå äîïóñêàåò áèêâàòåðíèîííóþ
ñòðóêòóðó.

5 Ðåøåíèå Ïðîáëåìû Êåðâåðà
Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Îñíîâíàÿ Òåîðåìà
Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
l ≥ l0, n = 2l − 2, èíâàðèàíò Êåðâåðà, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (1)
òðèâèàëüíûé.
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Çàìå÷àíèå
Ïðè óñëîâèè, ÷òî ýëåìåíò x ∈ Immsf (n − 1, 1) äîïóñêàåò äåíàäñòðîéêó
ïîðÿäêà 27 − 1 = 127, Θ(x) = 0, ïðè l ≥ 9, ò.å. ïðè n ≥ 512.

Äîêàçàòåëüñòâî Îñíîâíîé Òåîðåìû
Îïðåäåëèì ns = 28 − 2 è îáîçíà÷èì n−ns

32
, n > ns ÷åðåç k. Î÷åâèäíî,

÷òî k = 0 (mod 8). Ïî Òåîðåìå 29 (Tåîðåìà î ðåòðàêöèè) ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå l0 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî l ≥ l0
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ Immsf (n−k, k) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà
ns

2
= 27 − 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l0 ≥

9. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû ðàçìåðíîñòíûå óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå
â Òåîðåìàõ 6,17,18 ïî Cëåäñòâèþ 19, â êëàññå êîáîðäèçìà ýëåìåíòà
(44) ñóùåñòâóåò Z/2[5]-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), äîïóñêàþùåå
áèêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Lns ïîãðóæåíèÿ g,
dim(Lns) = ns. Ìíîãîîáðàçèå Lns ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ζQa×Q̇a
: Lns → K(Qa × Q̇a, 1). (45)

Ýòî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
îòîáðàæåíèé

ζQa×Q̇a
= ζQa × ζQ̇a

: Lns → K(Qa, 1)×K(Q̇a, 1). (46)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà. Ðàññìîòðèì îáðàçóþùèé êëàññ
êîãîìîëîãèé τQa×τQ̇a

∈ H8(K(Qa×Q̇a, 1);Z/2). Îáîçíà÷èì ζ∗
Qa×Q̇a

(ρQa×
ρQ̇a

) ∈ H8(Lns ;Z/2) ÷åðåç ρQa×Q̇a,L. Ðàññìîòðèì 16-ëèñòíîå íàêðûòèå
πtot,L : L̄ns

[2] → Lns . Èíäóöèðóåì êëàññ ρQa×Q̇a
íà íàêðûâàþùåå â êëàññ

π∗tot,L(ρQa×Q̇a,L) ∈ H8(L̄ns

[2];Z/2).

Ëåììà 20. Â ãðóïïå H8(L̄ns

[2];Z/2) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

π∗tot,L(ρQa×Q̇a,L) = ζ̄4
d×ḋ,L

. (47)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 20

Ðàññìîòðèì ýéëåðîâ êëàññ e∗(ζ̄d×ḋ) ðàññëîåíèÿ ζ̄d×ḋ. Ðàññëîåíèå ζ̄d×ḋ

èçîìîðôíà ñóììå Óèòíè 8 êîïèé ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé, à èìåííî 4 êîïèé
ðàññëîåíèÿ κd è 4 êîïèé ðàññëîåíèÿ κḋ. Ëåììà äîêàçàíà, ïîñêîëüêó
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êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,L ∈ H2(L̄ns

[2];Z/2) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì
êëàññîì ðàññëîåíèÿ κd ⊕ κḋ.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå iK : K14 ⊂ Lns , äâîéñòâåííîå
êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó ρ29−2

Qa×Q̇a
∈ Hns−14(Lns ;Z/2). Ìíîãîîáðàçèå

K14 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì ζQa×Q̇a,K : K14 → K(Qa × Q̇a, 1), êîòîðîå
îïðåäåëåíî êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζQa×Q̇a,L íà ïîäìíîãîîáðàçèå
K14 ⊂ Lns . Îïðåäåëåíî 16-ëèñòíîå íàêðûòèå πtot,K : K̄14

d×ḋ
→

K14. Îïðåäåëåí èíäóöèðîâàííûé õàðàêòèðèñòè÷åñêèé êëàññ ζ̄d×ḋ,K ∈
H2(K̄d×ḋ;Z/2) = ī∗

d×ḋ,Qa×Q̇a
(ζ̄d×ḋ,L).

Ôîðìóëà (41) ïðèîáðåòàåò âèä:

Θk
sf (y) = 〈ζ̄

ns
2

d×ḋ,L
; [L̄[2]]〉. (48)

Ïî Ëåììå 20 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (48) ðàâíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
÷èñëó

〈ζ̄7
d×ḋ,L

; [L̄d×ḋ]〉. (49)

Äîêàæåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (49) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íàä
ïðîñòðàíñòâîì K(Qa, 1) (K(Qa, 1)) îïðåäåëåíî 4-ìåðíîå ðàññëîåíèå ρQa

(ρQ̇a
) ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Qa (Q̇a), ñì. [A], ðàçäåë 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàä ïðîñòðàíñòâîì K(Qa × Q̇a, 1) = K(Qa, 1) × K(Q̇a, 1) òàêæå
îïðåäåëåíû 4-ìåðíûå ðàññëîåíèÿ χQa è χQ̇a

) ïî ôîðìóëå χQa =
p∗
Qa×Q̇a,Qa

(ρQa), χQ̇a
= p∗

Qa×Q̇a,Qa
(ρQ̇a

).
Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ìíîãîîáðàçèþ K14 ïðåäñòàâëåíî ñóììîé

Óèòíè

νK = (
ns − 14

8
)(ζQa,K ⊕ ζQ̇a,K)⊕ ΩK , (50)

ãäå ζQa,K = ζQa×Q̇a
(χQa), ζQ̇a,K = ζQa×Q̇a

(χQ̇a
), ΩK�îãðàíè÷åíèå

íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçÿ Lns íà ïîäìíîãîîáðàçèå K14 ⊂ Lns .
Ðàññëîåíèå ΩK èçîìîðôíî ñóììå Óèòíè k êîïèé 32�ìåðíîãî

ðàññëîåíèÿ ζ[6] ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[6]. Ïîñêîëüêó k ≡ 0 (mod 8),
òî ðåäóêöèÿ p′1(ΩK) ∈ H4(K;Z/8) êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà p1(ΩK) ∈
H4(K;Z) â ãðóïïå êîýôôèöèåíòîâ Z/8 òðèâèàëüíî.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå −K14, êîòîðîå ïîëó÷åíî èç K14

èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F = id ∪ −id :
K14 ∪ −K14 → K14. Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû [p1(νK)]op,
[p1(ν−K ]op) íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèé K14, −K14, ãäå

26



”op” îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå, íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå íà
ìíîãîîáðàçèè K14 îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (50), à íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
íà ìíîãîîáðàçèè −K14 îòëè÷àåòñÿ îðèåíòàöèåé (ñð. àíàëîãè÷íîå
âû÷èñëåíèå â Ïðåäëîæåíèè 41 èç [A]).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (49) íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü, òî öèêë

(ωQ×Q̇ ◦ F )∗([p1(νT )]op + [p1(ν−T )]op]) ∈ H10(K(Q× Q̇, 1);Z), (51)

ïðè ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó ñîäåðæèò ìîíîì 4u3 ⊗ v7 ∈ H3(K(Q, 1);Z) ⊗
H7(K(Q̇, 1);Z) ⊂ H10(K(Q × Q̇, 1);Z). Â ýòîé ôîðìóëå u7 ∈
H7(K(Q, 1);Z) = Z/8, v7 ∈ H7(K(Q̇, 1);Z) = Z/8 îáðàçóþùèå,
H7(K(Q, 1);Z) ⊗ H7(K(Q̇, 1);Z) ⊂ H14(K(Q × Q̇, 1);Z) � åñòåñòâåííîå
âêëþ÷åíèå.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ωQ⊕Q̇,∗([T ]) = u7 ⊗ v7 +
xu3 ⊗ v11 + . . . , ãäå x ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. (Ïî ñîîáðàæåíèÿì
ðàçìåðíîñòè, äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì . . . ,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ℵ íå ñîäåðæèò ýëåìåíò u3 ⊗ v7). Ïîëó÷èì:

F∗([p1(νT )]op) = 4u3 ⊗ v7 + 4xu3 ⊗ v7 + · · · ∈
H3(K(Q, 1);Z)⊗H7(K(Q̇, 1);Z) ⊂ H10(K(Q× Q̇, 1);Z),

F∗([p1(ν−T )]op) = 4xu3 ⊗ v7 + . . . .

Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

0 6= 4u3 ⊗ v7 + · · · = (ωQ×Q̇ ◦ F )∗([p1(νT )]op + [p1(ν−T )]op]).

Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå F íå êîáîðäàíòíî íóëþ. Íî ñ äðóãîé
ñòîðîíû,ïî êîíñòðóêöèè îòîáðàæåíèå F êîáîðäàíòíî íóëþ. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî öèêë (49) îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äîêàçàíî, ÷òî íà êëàññå îñíàùåííîãî êîáîðäèçìà x
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî (6) ðàâíî íóëþ. Ïðîáëåìà Êåðâåðà ðåøåíà.

6 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 11 è 12
Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ñî ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëèì
÷èñëî ns èç óñëîâèÿ Òåîðåìû 6. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå
ZZ = Sn−n−ns

16
+3/i × Sn−n−ns

16
+3/i. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì ñòàíäàðòíûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ (mod 4). Çàìåòèì,
÷òî dim(ZZ) > n. Âûáåðåì âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ ZZ ïîäìíîãîîáðàçèå
Z ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2, òàêîå, ÷òî Z âêëàäûâàåòñÿ â Rn,
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â ÷àñòíîñòè, dim(Z) < n. Ïî ïîâîäó ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ñì.
[B-R-S].

Ðàññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè ZZ ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé

Zj, j = 0, . . . , jmax, jmax =
15n + ns + 64

32

ðàçìåðíîñòè n− n−ns

16
+ 4 è êîðàçìåðíîñòè n− n−ns

16
+ 2, îïðåäåëåííîå ïî

ôîðìóëå

Z0 = Sn−n−ns
16

+3/i× S1/i, Z1 = Sn−n−ns
16

+1/i× S3/i, . . . ,

Zj = Sn−n−ns
16

+3−2j/i× S2j+1/i, . . . , Zjmax = S1/i× Sn−n−ns
16

+3/i.

Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
ZZ îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.

Îáúåäèíåíèå ∪jmax

j=0 Zj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Zj} ìíîãîîáðàçèÿ
ZZ ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòèôèöèðîâàííîûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

16
+ 4, êîòîðîå

îáîçíà÷èì Za×ȧ ⊂ ZZ.
Ðàññìîòðèì öåïî÷êó ïîäãðóïï

Id × İd

id×ḋ,a×ḋ−→ Ia × İd

ia×ḋ,a×ȧ−→ Ia × İa, (52)

êîòîðàÿ èíäóöèðóåò áàøíþ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

XX
pXX,Y Y−→ Y Y

pY Y,ZZ−→ ZZ. (53)

Îïðåäåëèì áàøíþ íàêðûòèé

Xd×ḋ

pY
a×ḋ−→ Ya×ḋ

pZa×ȧ−→ Za×ȧ. (54)

Ýòà áàøíÿ íàêðûòèé èíäóöèðîâàííà èç öåïî÷êè ïîäãðóïï (52)
ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ Za×ȧ ⊂ ZZ. Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå
ïðîñòðàíñòâî Xd×ḋ â áàøíå (54) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì
ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî
îïðåäåëåíî ÿâíûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé
â XX = RPn−n−ns

16
+3 × RPn−n−ns

16
+3, îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëå:

X0 = RPn−n−ns
16

+3 × RP1, . . . , Xj = RPn−n−ns
16

+3−2j × RP2j+1, . . .

Xjmax = RP1 × RPn−n−ns
16

+3.
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Ñðåäíåå íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Ya×ḋ â áàøíå (54) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè â
êîðàçìåðíîñòè 2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà
ïîäìíîãîîáðàçèé â Y Y = Sn−n−ns

16
+3/i × RPn−n−ns

16
+3, îïðåäåëåííûõ ïî

ôîðìóëå:

Y0 = Sn−n−ns
16

+3/i× RP1, . . . , Yj = Sn−n−ns
16

+3−2j/i× RP2j+1, . . .

Xjmax = S1/i× RPn−n−ns
16

+3.

Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ηX : Xd×ḋ → K(Id × İd, 1), ηY :

Ya×ḋ → K(Ia × İd, 1), ηZ : Za×ȧ → K(Ia × İa, 1), ñîãëàñîâàííûå ñ
âêëþ÷åíèåì ïîäãðóïï (52) è áàøíåé íàêðûòèé (54). Îòîáðàæåíèå ηX

ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηX,d × ηX,ḋ : Xd×ḋ →
K(Id, 1)×K(İd, 1). Îòîáðàæåíèå ηY ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
îòîáðàæåíèé ηY,a × ηY,ḋ : Ya×ḋ → K(Ia, 1) × K(İd, 1). Îòîáðàæåíèå ζZ

ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ζZ,a × ζZ,ȧ : Za×ȧ →
K(Ia, 1)×K(İa, 1).

Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè J . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Jj = Sn−n−ns

16
−2j+3 × S2j+1.

Ñôåðû Sn−n−ns
16

−2j+3, S2j+1 ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç Jj,1, Jj,2

ñîîòâåòñòâåííî. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Jj = Jj,1 × Jj,2

Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJj
: Jj,1×Jj,2 ⊂ S

n−ns
16

+3×S
n−ns

16
+3,

ãäå êàæäûé ñîìíîæèòåëü âêëþ÷àåòñÿ â ñôåðó-îáðàç êàê ñòàíäàðòíàÿ
ïîäñôåðà, ëåæàùàÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì
ïåðâûõ íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Îáúåäèíåíèå ∪jmax

j=0 Im(iJj
) îáðàçîâ âñåõ

ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì
÷åðåç J ⊂ S

n−ns
4

+3 × S
n−ns

4
+3.

Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå
ϕZ : Za×ȧ → J. (55)

Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕj : Zj → Jj.
Îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ (ñì. [A], ãëàâà 3,
Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ d):

pZj ,1 : S
n−ns

16
−2j+3/i → S

n−ns
16

−2j+3, (56)

pZj ,2 : S2j+3/i → S2j+3. (57)
Îòîáðàæåíèå ϕZj

îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðàçâåòâëåííûõ
íàêðûòèé

ϕZj
= pZj ,1 × pZj ,2 : Zj = S

n−ns
16

−2j+3/i× S2j+1/i → Jj,1 × Jj,2.
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Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (55) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè
ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕZj

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé Zj â ìíîãîîáðàçèè ZZ.

Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

ϕY : Ya×ḋ → J. (58)

Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕj : Yj → Jj.
Îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ

pYj ,1 : Sn−n−ns
16

−2j+3/i → Sn−n−ns
16

−2j+3, (59)

pYj ,2 : RP2j+3 → S2j+3. (60)

Îòîáðàæåíèå ϕYj
îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðàçâåòâëåííûõ

íàêðûòèé

ϕYj
= pYj ,1 × pYj ,2 : Yj = S

n−ns
16

−2j+3/i× RP2j+1 → Jj,1 × Jj,2.

Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (58) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè
ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕYj

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé Zj â ìíîãîîáðàçèè ZZ.

Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJ : J ⊂ Rn. Ýòî âëîæåíèå ñòðîèòñÿ â
ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé òîðîâ â ñåìåéñòâî jmax + 1
åâêëèäîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn ðàçìåðíîñòè n− n−ns

4
+ 6, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà
ñîäåðæèò ïàðó ïðîñòðàíñòâ äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé Rn−n−ns

16
−2j+4,

R2j+2, ïåðåñåêàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ
ñîñåäíèìè íîìåðàìè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè
2. Ïåðåñå÷åíèå â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì
òåðÿåò êîðàçìåðíîñòü 2 âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà
âûáðàííîé ïàðû. Âíóòðè ïðîñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàíäàðòíûé òîð Jj ñ îáðàçóþùèìè âäîëü âûáðàííûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî âëîæåííèé
òîðîâ, ïîëó÷èì âëîæåíèå iJ .

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ dY : Ya×ḋ → Rn

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Z : Za×ȧ → Rn.
Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�
äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè iJ ◦ ϕZ : Za×ȧ → Rn, ïðè÷åì ñàìà äåôîðìàöèÿ
è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì. àíàëîãè÷íîå
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ïîñòðîåíèå â [A], Ëåììà 24). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ d̂Z◦ϕY : Ya×ḋ → Rn

è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå dY : Ya×ḋ → Rn â ðåçóëüòàòå ìàëîé
ðåãóëÿðíîé PL�äåôîðìàöèè ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ <<
ε.

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xa×ḋ → Rn

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Y : Ya×ḋ → Rn.
Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�
äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè iJ ◦ ϕY : Ya×ḋ → Rn, ïðè÷åì ñàìà äåôîðìàöèÿ
è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì. àíàëîãè÷íîå
ïîñòðîåíèå â [A], Ëåììà 24). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ d̂Y ◦ ϕX : Xd×ḋ →
Rn è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå dX : Yd×ḋ → Rn â ðåçóëüòàòå
ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äåôîðìàöèè ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì
ε′ << ε.

Ia × İd�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xd×ḋ → Rn

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d̂Y : Ya×ȧ → Rn è
îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N̂(dY ). Ïîëèýäð N̂(dY ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂N̂(dY ).

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xd×ḋ → Rn

è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(dX). Ïîëèýäð N(dX) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂N(dX). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dX) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè c êðàåì N(dX) =
NX,antigiag ∪NX,Γ ïî îáùåìó êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,Γ ÿâëÿåòñÿ
íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè
pNX,Γ

: NX,Γ → N̂(dY ).
2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,antidiag âîçíèêàåò

ïðè äåôîðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pYa×ḋ
: Xd×ḋ → Ya×ḋ

âíóòðè ðåãóëÿðíîé (ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà
d̂Y (Ya×ḋ).

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX : Xd×ḋ → Rn

è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(dX). Ïîëèýäð N(dX) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂N(dX). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dX) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè c êðàåì N(dX) =
NX,antigiag ∪NX,Γ ïî îáùåìó êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:
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1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,Γ ÿâëÿåòñÿ
íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè
pNX,Γ

: NX,Γ → N(dY ).
2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NX,antidiag âîçíèêàåò

ïðè äåôîðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pX âíóòðè ðåãóëÿðíîé
(ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà dY (Ya×ḋ).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç Ëåììû 24 [A], îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ζa×ḋ,N(dX) : (N(dX), ∂N(dX)) → (K(Ia × İd, 1), K(Id × İd, 1)). (61)

Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ íà NX,antidiag ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîåííûì îòîáðàæåíèåì
íà NY,Γ, ïî àíòèäèàãîíàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå óêàçàííûé
îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(dX) îïðåäåëÿþòñÿ
êîìïîçèöèåé ∂N(dX) ⊂ Xd×ḋ

ηX
d×ḋ−→ K(Id × İd, 1). Îòîáðàæåíèå (61)

îïðåäåëÿåò Ia × İd ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ dX .

Ia × İa�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ dY : Ya×ḋ → Rn

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ, îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ
îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(dY ) è îòîáðàæåíèå

ζa×ȧ,N(dY ) : (N(dY ), ∂N(dY )) → (K(Ia × İa, 1), K(Ia × İd, 1)). (62)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(dY ) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé ∂N(dY ) ⊂
Ya×ḋ

ηY
a×ḋ−→ K(Ia × İd, 1). Îòîáðàæåíèå (62) îïðåäåëÿåò Ia × İd ñòðóêòóðó

äëÿ îòîáðàæåíèÿ dY .

Êîíñòðóêöèÿ Z/2[2]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ Ia × İd�
ñòðóêòóðîé â Òåîðåìå 11
Ïóñòü çàäàíî Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

16 #
Rn. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,N : Nn−n−ns

16 →
K(Id × İd, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå (29). Îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,N

îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,X :

Nn−n−ns
16 → Xd×ḋ, ïîñêîëüêó Xd×ḋ âêëàäûâàåòñÿ â K(Id × İd, 1) êàê

îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò ìåíüøèé
îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n − n−ns

16
+ 1 =

dim(N) + 1.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ dX ◦ ηd×ḋ,X : Nn−n−ns

16 → Rn è ðàññìîòðèì
ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1 â êëàññå
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ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
16 # Rn. Êàëèáð δ

äåôîðìàöèè dX ◦ηd×ḋ,X 7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå
g1 ñíàáæåíî Z/2[2]�îñíàùåíèåì Ψ1 c òåì æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò â ãðóïïå ImmZ/2[2]

(n −
n−ns

16
, n−ns

16
) ýëåìåíò y.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns
8 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Ln−n−ns
8 = L

n−n−ns
8

cycl ∪ L
n−n−ns

8

d×ḋ
(63)

ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå L
n−n−ns

8
cycl ïîãðóæåíî â

ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dX). Ìíîãîîáðàçèå
L

n−n−ns
8

d×ḋ
ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê

ïîëèýäðà dX(Xd×ḋ) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

πLd×ḋ
: L

n−n−ns
8

d×ḋ
→ Xd×ḋ (64)

ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (63) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð
â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîãðóæåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ dX : Xd×ḋ → Rn (cì. àíàëîãè÷íîå Ïðåäëîæåíèå
20 èç [A]).

Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζa×ḋ,L : Ln−n−ns
8 → K(Ia × İd), 1). (65)

Îòîáðàæåíèå ζa×ḋ çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (63). Íà
êîìïîíåíòå L

n−n−ns
8

cycl îòîáðàæåíèå ζa×ḋ,L îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì (61),
êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîãðóæåííóþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(dX) âíå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Íà
êîìïîíåíòå L

n−n−ns
8

d×ḋ
îòîáðàæåíèå ζa×ḋ,L îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

L
n−n−ns

8

d×ḋ

πL
d×ḋ−→ Xd×ḋ

ηX−→ K(Id × İd, 1)
id×ḋ,a×ḋ−→ K(Ia × İd, 1).

Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäóåò
èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (61). Îòîáðàæåíèå
(65), îïðåäåëÿþùåå Ia × İd�ñòðóêòóðó Z/2[2]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî.
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Êîíñòðóêöèÿ Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ áèöèêëè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé â Òåîðåìå 12
Ïóñòü çàäàíî Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

8 #
Rn, îïðåäåëÿþùåå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]

(n − n−ns

8
, n−ns

8
). Ïî óñëîâèþ

òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa×ḋ : Nn−n−ns
8 → K(Ia × İd, 1), ïðè ýòîì

âûïîëíåíî óðàâíåíèå (30). Îòîáðàæåíèå ηa×ḋ,N îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,X : Nn−n−ns

8 → Xd×ḋ,
ïîñêîëüêó Xd×ḋ âêëàäûâàåòñÿ â K(Id × İd, 1) êàê îñòîâ ñòàíäàðòíîãî
êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé çàâåäîìî ñîäåðæèò ìåíüøèé îñòîâ
ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n− n−ns

8
+1 = dim(N)+

1.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ dY ◦ ηa×ḋ,Y : Nn−n−ns

8 → Rn è ðàññìîòðèì
ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1 â êëàññå
ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns

8 # Rn. Êàëèáð δ
äåôîðìàöèè dY ◦ ηa×ḋ,Y 7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå
g1 ñíàáæåíî Z/3[3]�îñíàùåíèåì Ψ1 c òåì æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò â ãðóïïå ImmZ/2[3]

(n −
n−ns

8
, n−ns

8
) ýëåìåíò y.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns
4 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Ln−n−ns
4 = L

n−n−ns
4

cycl ∪ L
n−n−ns

4

a×ḋ
(66)

ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå L
n−n−ns

4
cycl ïîãðóæåíî â

ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dY ). Ìíîãîîáðàçèå
L

n−n−ns
4

a×ḋ
ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê

ïîëèýäðà dY (Ya×ḋ) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

πLa×ḋ
: L

n−n−ns
4

a×ḋ
→ Ya×ḋ (67)

ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (66) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð
â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîãðóæåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ dY : Ya×ḋ → Rn (cì. àíàëîãè÷íîå Ïðåäëîæåíèå
20 èç [A]).

Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζa×ȧ,L : Ln−n−ns
4 → K(Ia × İa, 1). (68)
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Îòîáðàæåíèå ζa×ȧ çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (66). Íà
êîìïîíåíòå L

n−n−ns
4

cycl îòîáðàæåíèå ζa×ȧ,L îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì (62),
êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ
ñ îñîáåííîñòÿìè N(dY ). Íà êîìïîíåíòå L

n−n−ns
4

a×ȧ îòîáðàæåíèå ζa×ȧ,L

îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

L
n−n−ns

4

a×ḋ

πL
a×ḋ−→ Ya×ḋ

ηY−→ K(Ia × İd, 1)
ia×ḋ,a×ȧ−→ K(Ia × İa, 1).

Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäóåò
èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (62). Îòîáðàæåíèå
(68), îïðåäåëÿþùåå Ia × İa�ñòðóêòóðó Z/2[3]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî.

Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (29)
Ðàññìîòðèì Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1, Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå
âûøå. Ýòî Z/2[2]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò òîò æå ýëåìåíò y ∈
ImmZ/2[3]

(n − n−ns

16
, n−ns

16
). Ïî óñëîâèþ ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

16 ñíàáæåíî
îòîáðàæåíèåì ηd×ḋ,N : Nn−n−ns

16 → K(Id×İd, 1). Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå
Ln−n−ns

8 ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (65).
Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

16 , (69)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
7(n−ns)

32 ∈
H

7(n−ns)
16 (Nn−n−ns

16 ;Z/2). Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæåíèÿ)
gNη : N

n−n−ns
2

η # Rn, îïðåäåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ
g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (69). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns

η ìíîãîîáðàçèå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî âëîæåíèå
ïîäìíîãîîáðàçèé

Lns
η ⊂ Ln−n−ns

8 . (70)

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζa×ḋ,Lη
: Lns

η → K(Ia × İd, 1)

êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (65) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (70).
Çàìåòèì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (70) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé
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êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ
7(n−ns)

32 ∈
H

7(n−ns)
8 (Ln−n−ns

8 ;Z/2).
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (27) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[2] = 〈ζ̄
ns
2

d×ḋ,Lη
; [L̄d×ḋ,η]〉. (71)

Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄ns

η,d×ḋ
íàä ìíîãîîáðàçèåì

(70) åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
16 è

åãî ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå Ãåðáåðòà)
ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó
η

15(n−ns)
32 ∈ H

15(n−ns)
16 (Nn−n−ns

16 ;Z/2). Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (29)
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[2](y) = 〈η
ns
2

d×ḋ,Nη
; [Nη]〉, (72)

ãäå îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,Nη
: Nns

η → K(Id × İd, 1) îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå
îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ηd×ḋ,N íà ïîäìíîãîîáðàçèå (69).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ (71) (72) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà 11
äîêàçàíà.

Ëåììà 21. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,∗([L̄d×ḋ,η] ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (73)

ηd×ḋ,∗([L̄d×ḋ,η]) ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2) (74)

ðàâíû.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ëåììó è äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Êëàññ
ãîìîëîãèé (74) ìîæíî îáîáùèòü è îïðåäåëèòü â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè,
áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Lns

η ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
Ïóñòü îïðåäåëåíî çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå R2r ñ

îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2 ðàçìåðíîñòè dim(R) = 2r, n
2
≤ 2r ≤ n−

n−ns

16
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,R : R2r → Xd×ḋ

ηX ,d×ḋ−→
K(Id × İd, 1).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå gR : R2r → Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé äåôîðìàöèåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ R2r

gd×ḋ,R−→→ Xd×ḋ

dX−→ Rn. Îïðåäåëåíî îðèåíòèðîâàííîå
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ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r ñàìîïåðåñå÷íèÿ îòîáðàæåíèÿ
gR. Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ T n−4r ñîñòîèò èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ gR. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûòèå T̄ n−4r →
T n−4r, ðàçâåòâëåííîå âäîëü êðàÿ. Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζd×ḋ,T :

T̄ n−4r → K(Id × İd, 1) â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè ïîãðóæåíèÿ T̄ n−4r # R2r

ñ îòîáðàæåíèåì ηd×ḋ,R.
Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ηd×ḋ,T,∗([T̄ ]) ∈ Hn−4r(K(Id × İd, 1);Z/2), (75)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (74). Êëàññ ãîìîëîãèé (73) òàêæå ìîæíî
îáîáùèòü íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

T n−4r = T n−4r
cycl ∪ T n−4r

d×ḋ
, (76)

àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèþ (63).
Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r öåëèêîì ëåæèò â

êîìïîíåíòå T n−4r

d×ḋ
è ïðîåêöèÿ

πTd×ḋ
: T n−4r

d×ḋ
→ Xd×ḋ (77)

àíàëîãè÷íàÿ îòîáðàæåíèþ (64), ïåðåâîäèò êðàé ∂T n−4r â ðåãóëÿðíóþ
÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè Xd×ḋ.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζa×ḋ,T : (T n−4r, ∂T n−4r) → (K(Ia × İd, 1), (K(Id × İd, 1)), (78)

àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ (65).
Ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ gR ÷åòíà, è ìíîãîîáðàçèå

ñ îñîáåííîñòÿìè R2r ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, òî è ìíîãîîáðàçèå
ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì T n−4r òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.
Ñëåäîâàòåëüíî îòíîñèòåëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé

ζa×ḋ,T,∗ : ([T n−4r, ∂T n−4r]) ∈ Hn−4r(K(Ia × İd, 1), (K(Id × İd, 1));Z/2)

ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ 2 ñîîòâåòñòâóþùåãî öåëî÷èñëåííîãî
êëàññà èç ãðóïïû Hn−4r(K(Ia × İd, 1), K(Id × İd, 1));Z).

Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζa×ḋ,T íà êðàé ∂T n−4r ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â ïîäïðîñòðàíñòâå K(Id× İd, 1) ⊂ K(Ia× İd, 1). Îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî
öèêëà ζa×ḋ,T,∗([∂T n−4r]) ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè, êðàåì,
îïðåäåëÿåò íóëåâîé öèêë â ãðóïïå Hns−1(K(Id × İd, 1);Z/2), ïîñêîëüêó
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ëåæèò â îáðàçå íóëåâîé ãðóïïû Hn−4r−1(K(Id × İd, 1);Z) ïðè
ãîìîìîðôèçìå ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 (ñì. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
â Ëåììå 16 èç [A]). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,∗([T̄d×ḋ] ∈ Hn−4r(K(Id × İd, 1);Z/2) (79)

îïðåäåëåí.
Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû (75), (79) îïðåäåëåíû,

åñëè â êà÷åñòâå ìíîãîîáðàçèÿ R2r âûáðàòü ìíîãîîáðàçèå R2r
i =

RP2r−2i−1×RP2i+1, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηd×ḋ,R âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå
ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηd×ḋ,Ri
: RP2r−2i−1 × RP2i+1 ⊂ Xj

ϕj−→ Xd×ḋ

ηd×ḋ,X−→ K(Id × İd, 1), (80)

ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ 2i ≤ 2r − 2, 0 ≤ j ≤ jmax.

Ëåììà 22. Îáîçíà÷èì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηd×ḋ,Ri,∗([Ri]) ∈
H2r(K(Id × İd, 1);Z) ÷åðåç (2r − 2i− 1× 2i + 1).

�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r− 2i− 1× 2i + 1) ∈ H2r(K(Id× İd, 1);Z),
çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (80) êëàññ ãîìîëîãèé (75), ëåæàùèé â òîé æå
ãðóïïå, ðàâåí (4r−4i−2− n

2
×4i+2− n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â ñêîáêàõ ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç ÷èñåë â ñêîáêàõ
îòðèöàòåëüíî.

�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (79), îáîáùàþùèé êëàññ (73) äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n − n+ns

2
,

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì (75), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (74).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 22
Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå îïóñêàåòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 2 âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dX , ñì.
àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó (16) â [A]. Ëåììà 22 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 21
Íàáîð ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (80) ïðè 2r = n − n+ns

2
ðåàëèçóåò âñå

ýëåìåíòû â ãðóïïå Hn−n−ns
2

(Xd×ḋ;Z). Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

2
η

îêàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, îòîáðàæåíèå gη : N
n−n−ns

2
η → Rn

êîáîðäàíòíî äèçúþíêòíîìó íàáîðó ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé
(80) â êëàññå îòîáðàæåíèé îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
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îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû
îòîáðàæåíèÿ ïðè êîáîðäèçìå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà (73) (74) ðàâíû. Ëåììà 21 äîêàçàíà.

Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (30)
Ðàññìîòðèì Z/2[3]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1, Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå
âûøå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[3]

(n − n−ns

8
).

Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
8 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì ηa×ḋ,N : Nn−n−ns

8 →
K(Ia × İd, 1). Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns

4 ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (68).

Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

8 , (81)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
3(n−ns)

32 ∈
H

3(n−ns)
8 (Nn−n−ns

8 ;Z/2). Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæåíèÿ)
gNη : N

n−n−ns
2

η # Rn, îïðåäåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ
g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (81). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns

η ìíîãîîáðàçèå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî âëîæåíèå
ïîäìíîãîîáðàçèé

Lns
η ⊂ Ln−n−ns

4 . (82)

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζa×ȧ,Lη : Lns
η → K(Ia × İa, 1)

êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (68) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (82).
Çàìåòèì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (82) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé
êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ

3(n−ns)
16 ∈

H
3(n−ns)

4 (Ln−n−ns
4 ;Z/2). Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄ns

η

íàä ìíîãîîáðàçèåì (82) åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå
Nn−n−ns

8 è åãî ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå
Ãåðáåðòà) ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå
êîöèêëó η

7(n−ns)
32 ∈ H

7(n−ns)
8 (Nn−n−ns

8 ;Z/2). Óðàâíåíèå (28) ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[3](y) = 〈ζ̄
ns
2

d×ḋ,Lη
; [L̄d×ḋ,η]〉. (83)
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Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (30) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[3](y) = 〈η̄
ns
2

d×ḋ,Nη
; [Nd×ḋ,η]〉, (84)

ãäå ìíîãîîáðàçèå N̄d×ḋ,η è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,Nη
: Nd×ḋ,η → K(Id × İd, 1)

îïðåäåëåíû êàê 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ìíîãîîáðàçèåì N
n+ns

2 è
îòîáðàæåíèåì ηa×d,Nη : Nη → K(Ia × İd, 1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ (83) (84) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà 12
äîêàçàíà.

Ëåììà 23. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,Lη ,∗([L̄d×ḋ,η] ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (85)

η̄d×ḋ,∗([L̄d×ḋ,η]) ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2) (86)

ðàâíû.

Ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 22.
Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, àíàëîãè÷íûå (75), (79).

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî r, r = 1 (mod 2), îïðåäåëèì ñåìåéñòâî
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé R2r

i = S2r−4i+1/i × RP4i−1, 1 ≤ i ≤ r−2
2
,

2r ≤ n − n−ns

32
= dim(Ya×ḋ) − 4. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηa×ḋ,R : R2r →

Ya×ḋ âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηa×ḋ,Ri
: S2r−4i+1/i× RP4i−1 ⊂ Yj

ϕYj−→ Ya×ḋ

ηa×ḋ,Y−→ K(Ia × İd, 1), (87)

ïðè íåêîòîðûõ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ i ≤ r−2
2
, 0 ≤ j ≤ jmax.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå gR : R2r → Rn, êàê ðåçóëüòàò äåôîðìàöèè
îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dY ◦ηa×ḋ,R. Îïðåäåëåíî îðèåíòèðîâàííîå
ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì T 4r−n ðàçìåðíîñòè dim(T ) = 4r−
n, êàê ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ gd×ḋ,R. Ìíîãîîáðàçèå
ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ñëóæèò êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì
íàêðûâàþùèì íàä ìíîãîîáðàçèåì T 4r−n. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå ñ
îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ïîãðóæåíî â ìíîãîîáðàçèå R2r, ïîýòîìó ïðåäåëåí
êëàññ ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,T,∗([T̄d×ḋ] ∈ H4r−n(K(Id × İd, 1);Z/2), (88)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (85).

40



Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ηd×ḋ,T,∗([T̄d×ḋ]) ∈ H4r−n(K(Id × İd, 1);Z/2), (89)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (86).
Ëåììà 24. Îáîçíà÷èì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηa×ḋ,Ri,∗([Ri]) ∈
H2r(K(Ia × İd, 1);Z) ÷åðåç (2r − 4i + 1× 4i− 1).

�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r− 4i + 1× 4i− 1) ∈ H2r(K(Ia× İd, 1);Z),
çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (87), êëàññ ãîìîëîãèé (89), ëåæàùèé â òîé
æå ãðóïïå, ðàâåí (4r − 8i + 2 − n

2
× 8i − 2 − n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â

ñêîáêàõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç
÷èñåë îòðèöàòåëüíî.

�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (88), îáîáùàþùèé êëàññ (85) äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n − n+ns

2
,

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì (89), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (86).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 24
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 22.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 23
Ðàññìîòðèì ïàðó ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëîé (81) è
ïåðåîáîçíà÷èì ýòó ïàðó ìíîãîîáðàçèé ÷åðåç

N
n−n−ns

2

η,[3] ⊂ N
n−n−ns

8

[3] . (90)

Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

8

[3] ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ηa×ḋ,[3] : N
n−n−ns

8

[3] → K(Ia × İd, 1). (91)

Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

8

[3] ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà
ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ln−n−ns

8 èç Òåîðåìû 11, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
Z/2[3]�îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[2]�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ (g1, Ψ1, ηN) ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns

16 , îïðåäåëåíîãî â óñëîâèè
Òåîðåìû 11.

Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
16 ÷åðåç N

n−n−ns
16

[2] . Ðàññìîòðèì
ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

4

η,[2] ⊂ N
n−n−ns

16

[2] , (92)
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äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó η
3(n−ns)

32
N ,

ηN ∈ H2(N
n−n−ns

16

[2] ;Z/2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå

gNη,[2]
: N

n−n−ns
4

η,[2] # Rn, (93)

êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (92).
Ìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
8

[3] , îïðåäåëåííîå â (90) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1. Ïîäìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
2

η,[3] ,
îïðåäåëåííîå â (90), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ (93).

Ïðèìåíèì Ëåììó 22 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó
ηd×ḋ,Nη,[2]

: Nη,[2] → Xd×ḋ ⊂ K(Id × İd, 1) (94)

è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (91). Êëàññ ãîìîëîãèé (91) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Ëåììû 24, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ ÷åòíîãî
ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (85), (89) ëåæàò â
ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ (94) îïðåäåëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ, îïèñàííûõ â Ëåììå
24. Ëåììà 23 äîêàçàíà.

7 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 17 è 18
Ïîñòðîåíèÿ â ýòîì ðàçäåëå àíàëîãè÷íû ïîñòðîåíèÿì ðàçäåëà 6. Íà÷íåì
äîêàçàòåëüñòâî ñî ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëèì ÷èñëî ns èç
óñëîâèÿ Òåîðåìû 6.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Y Y = Sn−n−ns
4

+5/Qa × Sn−n−ns
4

+5/i.
Ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îäíîðîäíîãî
êâàòåðíèîííîãî è ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî dim(Y Y ) > n.
Âûáåðåì âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ Y Y ïîäìíîãîîáðàçèå Y ñ îñîáåííîñòÿìè
â êîðàçìåðíîñòè 4, òàêîå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Y âêëàäûâàåòñÿ â Rn. Â
÷àñòíîñòè, dim(Y ) < n.

Ðàññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè Y Y ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé

Yj, j = 0, . . . , jmax, jmax =
3n + ns + 24

16

ðàçìåðíîñòè (n− n−ns

4
+ 8) è êîðàçìåðíîñòè (n− n−ns

4
+ 2), îïðåäåëåííîå

ïî ôîðìóëå

Y0 = Sn−n−ns
4

+5/Qa × S3/i, Z1 = Sn−n−ns
4

+1/Qa × S7/i, . . . ,
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Yj = Sn−n−ns
4

+5−4j/Qa × S4j+3/i, . . . , Yjmax = S3/Qa × Sn−n−ns
4

+3/i.

Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
Y Y îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.

Îáúåäèíåíèå ∪jmax

j=0 Yj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Yj} ìíîãîîáðàçèÿ
Y Y ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòèôèöèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 8, êîòîðîå

îáîçíà÷èì YQa×İa
⊂ Y Y .

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó

Ia × İa

ia×ȧ,Qa×İa−→ Qa × İa, (95)

êîòîðàÿ èíäóöèðóåò 2-ëèñòíîå íàêðûòèå:

XX
pXX,Y Y−→ Y Y. (96)

Îïðåäåëèì íàêðûòèå

XIa×İa

pY
Qa×İa−→ YQa×İa

. (97)

Ýòî íàêðûòèå èíäóöèðîâàíî ïîäãðóïïîé (95) ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ
YQa×İa

⊂ Y Y . Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî XIa×İa
â

íàêðûòèè (97) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì
ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåíî
ÿâíûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé â XX =
Sn−n−ns

4
+5/i× Sn−n−ns

4
+5/i, îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëå:

X0 = Sn−n−ns
4

+5/i× S3/i, . . . , Xj = Sn−n−ns
4

+5−4j/i× S4j+3/i, . . .

Xjmax = S3/i× Sn−n−ns
4

+5/i.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ZZ = Sn−n−ns
2

+5/Qa × Sn−n−ns
2

+5/Qa.
Ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îäíîðîäíûõ
êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî dim(ZZ) > n. Âûáåðåì
âíóòðè ìíîãîîáðàçèÿ ZZ ïîäìíîãîîáðàçèå Z ñ îñîáåííîñòÿìè â
êîðàçìåðíîñòè 4, òàêîå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Z âêëàäûâàåòñÿ â Rn. Â
÷àñòíîñòè, dim(Z) < n.

Ðàññìîòðèì â ìíîãîîáðàçèè ZZ ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé

Zj, j = 0, . . . , j′max, j′max =
n + ns + 6

2

ðàçìåðíîñòè (n− n−ns

2
+ 8) è êîðàçìåðíîñòè (n− n−ns

2
+ 2), îïðåäåëåííîå

ïî ôîðìóëå

Z0 = Sn−n−ns
2

+5/Qa × S3/Qa, Z1 = Sn−n−ns
2

+1/Qa × S7/Qa, . . . ,
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Zj = Sn−n−ns
2

+5−4j/Qa×S4j+3/Qa, . . . , Zj′max
= S3/Qa×Sn−n−ns

2
+3/Qa.

Âëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñåìåéñòâà â ìíîãîîáðàçèå
ZZ îïðåäåëåíî êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé.

Îáúåäèíåíèå ∪j′max
j=0 Zj ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé {Zj} ìíîãîîáðàçèÿ

ZZ ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì (ñòðàòèôèöèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ
îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4) ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 8, êîòîðîå

îáîçíà÷èì ZQa×Q̇a
⊂ ZZ.

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó

Qa × İa

iQa×İa,Qa×Q̇a−→ Qa × Q̇a, (98)

êîòîðàÿ èíäóöèðóåò 2-ëèñòíîå íàêðûòèå:

Y Y ′ p′
Y Y ′,ZZ−→ ZZ. (99)

Îïðåäåëèì íàêðûòèå

Y ′
Qa×İa

pZ
Qa×Q̇a−→ ZQa×Q̇a

. (100)

Ýòî íàêðûòèå èíäóöèðîâàíî ïîäãðóïïîé (98) ïðè ïîìîùè âëîæåíèÿ
ZQa×İa

⊂ ZZ. Òàêèì îáðàçîì, íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî Y ′
Qa×İa

â
íàêðûòèè (100) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèöèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì
ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåíî
ÿâíûì îáðàçîì êàê îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé â Y Y ′ =
Sn−n−ns

2
+5/Qa × Sn−n−ns

2
+5/i, îïðåäåëåííûõ ïî ôîðìóëå:

Y ′
0 = Sn−n−ns

2
+5/Qa × S3/i, . . . , Y ′

j = Sn−n−ns
2

+5−4j/Qa × S4j+3/i, . . .

Y ′
jmax

= S3/Qa × Sn−n−ns
2

+5/i.

Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ηX : XIa×İa
→ K(Ia × İa, 1), ηY : YQa×İa

→
K(Qa × İa, 1), ηY ′ : Y ′

Qa×İa
→ K(Qa × İa, 1), ηZ : ZQa×Q̇a

→ K(Qa ×
Q̇a, 1), ñîãëàñîâàííûå ñ âêëþ÷åíèÿìè ïîäãðóïï (98),(95) è íàêðûòèÿìè
(97),(100). Îòîáðàæåíèå ηX ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
îòîáðàæåíèé ηX,a × ηX,ȧ : XIa×İa

→ K(Ia, 1) × K(İa, 1). Îòîáðàæåíèå
ηY ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηY,Qa × ηY,ȧ :
YQa×İa

→ K(Qa, 1) × K(İa, 1). Îòîáðàæåíèå ηY ′ ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì
ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé ηY ′,Qa × ηY ′,ȧ : Y ′

Qa×İa
→ K(Qa, 1)×K(İa, 1).

Îòîáðàæåíèå ζZ ïðåäñòàâëåíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé
ζZ,Qa × ζZ,Q̇a

: ZQa×Q̇a
→ K(Qa, 1)×K(Q̇a, 1).
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Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè JQa×İa
. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî JQa,j êàê äæîéí 3n+ns−16j+24
16

êîïèé êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ïðè òåõ æå
çíà÷åíèÿõ j îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Jİa,j = S4j+3, äèôôåîìîðôíîå
ñòàíäàðòíîé 4j + 3�ìåðíîé ñôåðå, êîòîðîå óäîáíî ñåáå ïðåäñòàâëÿòü
êàê ïðîñòðàíñòâî äæîéíà j + 1 ýêçåìïëÿðîâ ñòàíäàðòíîé ñôåðû S3.
Ïðîñòðàíñòâî JQa,j × Jİa,j ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç JQa×İa,j.

Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJQa×İa,j
: JQa×İa,j ⊂ JQa,0 ×

Jİa,jmax
, ãäå ñîìíîæèòåëü JQa,j (Jİa,j) âêëþ÷àåòñÿ â äæîéí-îáðàç êàê

ñòàíäàðòíûé ïîääæîéí, ïîñòðîåííûé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà
îäíîðîäíûõ êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ (òðåõìåðíûõ ñôåð) ïðè
ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè. Îáúåäèíåíèå ∪jmax

j=0 Im(iJQa×İa,j
) îáðàçîâ âñåõ

ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì
÷åðåç JQa×İa

, JQa×İa
⊂ JQa,j × Jİa,j .

Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè JQa×Q̇a
. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî j = 0, . . . , j′max îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J ′Qa,j êàê äæîéí
n+ns−8j+12

8
êîïèé êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ïðè

òåõ æå çíà÷åíèÿõ j îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J ′
Q̇a,j

, äèôôåîìîðôíîå
ïðîñòðàíñòâó äæîéíà j + 1 ýêçåìïëÿðà êâàòåðíèîííîãî îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ïðîñòðàíñòâî J ′Qa,j × J ′

Q̇a,j
ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ

êðàòêîñòè ÷åðåç JQa×Q̇a,j.
Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âêëþ÷åíèå iJQa×Q̇a,j

: JQa×Qa,j ⊂ J ′Qa,0 ×
J ′
Q̇a,j′max

, ãäå ñîìíîæèòåëè J ′Qa,j, J ′
Q̇a,j

âêëþ÷àþòñÿ â äæîéí-îáðàç êàê
ñòàíäàðòíûå ïîääæîéíû, ïîñòðîåííûå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà
îäíîðîäíûõ êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè.
Îáúåäèíåíèå ∪j′max

j=0 Im(iJQa×Q̇a,j
) îáðàçîâ âñåõ ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ

èñêîìûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç JQa×Q̇a
, JQa×Q̇a

⊂
J ′Qa,0 × J ′

Q̇a,j′max
.

Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

ϕY : YQa×İa
→ JQa×İa

. (101)

Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , jmax îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ϕY,j : YQa×İa,j → JQa×İa,j. (102)

Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (ñì. [A], ãëàâà 3,
Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c):

pYQa,j ,1 : Sn−n−ns
4

−4j+5/Qa → JQa,j, (103)
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Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (ñì. [A], ãëàâà 3,
Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ d):

pYİa,j ,1 : S4j+3/i → Jİa,j, (104)

Îòîáðàæåíèå (102) îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
îïèñàííûõ âûøå ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé (103), (104) ïî ïåðâîìó
ñîìíîæèòåëþ è ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ:

ϕYQa×İa,j
= pYQa,j ,1 × pYİa,j ,2 : Sn−n−ns

4
−4j+5/i× S4j+3/i →

JQa,j × Jİa,j = JQa×İa,j.

Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (101) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè
ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕYQa×İa,j

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé YQa×İa,j â ìíîãîîáðàçèè Y Y .

Îïðåäåëèì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

ϕZ : ZQa×Q̇a
→ JQa×Q̇a

. (105)

Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , j′max îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ϕZQa×Q̇a,j
: ZQa×Q̇a,j → JQa×Q̇a,j. (106)

Îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ (ñì. [A], ãëàâà 3,
Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c):

pZQa,j ,1 : Sn−n−ns
2

−4j+5/Qa → JQa,j, (107)

pZQ̇a,j ,1 : S4j+3/Qa → JQ̇a,j. (108)

Îòîáðàæåíèå (106) îïðåäåëåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
îïèñàííûõ âûøå ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé (107), (108) ïî ïåðâîìó
ñîìíîæèòåëþ è ïî âòîðîìó ñîìíîæèòåëþ:

ϕZQa×Q̇a
,j = pZQa,j ,1 × pZQ̇a,j ,2 : Sn−n−ns

2
−4j+5/Qa × S4j+3/Qa →

JQa,j × JQ̇a,j = JQa×Q̇a,j.

Îïðåäåëåíî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå (105) â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè
ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ϕZQa×Q̇a,j

ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé YQa×İa,j â ìíîãîîáðàçèè ZZ.
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Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJQa×İa
: JQa×İa

⊂ Rn. Ýòî âëîæåíèå
ñòðîèòñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñåìåéñòâà ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé
ïðîñòðàíñòâ JQa×İa,j, 0 ≤ j ≤ jmax â ñåìåéñòâî jmax + 1 åâêëèäîâûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn ðàçìåðíîñòè 5(3n+ns+24)

16
+ 3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì n > 5ns +
168, êîòîðîå âûïîëíåíî ïî óñëîâèþ Òåîðåìû 17. Ïðè óêàçàííîì
íåðàâåíñòâå ðàçìåðíîñòü åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî
ñåìåéñòâà ìåíüøå n.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ñîäåðæèò ïàðó ïðîñòðàíñòâ
äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé: R 5(3n+ns+24)

16
−5j−1, R5j+4, ïåðåñåêàþùèõñÿ

â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè 4. Ïåðåñå÷åíèå
â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì òåðÿåò
êîðàçìåðíîñòü 4 âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà âûáðàííîé
ïàðû. Âíóòðè ïðîñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå âëîæåíèé

iJQa,j
: JQa,j ⊂ R

5(3n+ns+24)
16

−5j−1, (109)

iJİa,j
: Jİa,j ⊂ R5j+4. (110)

Âëîæåíèå (109) îïðåäåëåíî êàê äæîéí 3n+ns+24−16j
16

êîïèé âëîæåíèé
Ìàññè S3/Qa ⊂ R4 (ñì. [A], ðàçäåë 3, Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c).
Âëîæåíèå (110) îïðåäåëåíî êàê ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå (4j + 3)�ìåðíîé
ñôåðû â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî ïîñòðîåííûõ
âëîæåííèé, ïîëó÷èì âëîæåíèå iJQa×İa

: JQa×İa
⊂ Rn.

Îïðåäåëèì âëîæåíèå iJQa×Q̇a
: JQa×Q̇a

⊂ Rn. Ýòî âëîæåíèå ñòðîèòñÿ
â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñåìåéñòâà ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ
JQa×Q̇a,j, 0 ≤ j ≤ j′max â ñåìåéñòâî j′max + 1 åâêëèäîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
â Rn ðàçìåðíîñòè 5(n+ns+12)

8
+ 3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì n > 5ns+84
3

, êîòîðîå âûïîëíåíî
ïî óñëîâèþ Òåîðåìû 18. Ïðè óêàçàííîì íåðàâåíñòâå ðàçìåðíîñòü
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ìåíüøå n.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ñîäåðæèò ïàðó ïðîñòðàíñòâ
äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé R

5(n+ns+12)
8

−5j−1, R5j+4, ïåðåñåêàþùèõñÿ
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïàðà ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïîäïðîñòðàíñòâó êîðàçìåðíîñòè 4. Ïåðåñå÷åíèå
â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåíüøèì (áîëüøèì) ñîñåäíèì íîìåðîì òåðÿåò
êîðàçìåðíîñòü 4 âäîëü ïåðâîãî (âòîðîãî) ïîäïðîñòðàíñòâà âûáðàííîé
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ïàðû. Âíóòðè ïðîñòðàíñòâà ñ íîìåðîì j ñåìåéñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå âëîæåíèé

iJ ′Qa,j
: J ′Qa,j ⊂ R

5(n+ns+12)
8

−5j−1, (111)

iJ ′
Q̇a,j

: J ′
Q̇a,j

⊂ R5j+4. (112)

Âëîæåíèå (111) îïðåäåëåíî êàê äæîéí n+ns+12−16j
8

êîïèé âëîæåíèé Ìàññè
S3/Qa ⊂ R4 (ñì. [A], ðàçäåë 3, Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c). Âëîæåíèå
(112) îïðåäåëåíî êàê äæîéí j + 1 êîïèè âëîæåíèÿ Ìàññè S3/Qa ⊂
R4. Îáúåäèíÿÿ ñåìåéñòâî ïîñòðîåííûõ âëîæåííèé, ïîëó÷èì âëîæåíèå
iJQa×Q̇a

: JQa×Q̇a
⊂ Rn.

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′
Qa×İa

: Y ′
Qa×İa

→ Rn

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂ZQa×Q̇a
: ZQa×Q̇a

→
Rn. Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�
äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè iJQa×Q̇a

◦ ϕZQa×Q̇a
: ZQa×Q̇a

→ Rn, ïðè÷åì
ñàìà äåôîðìàöèÿ è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà
(ñì. àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â [A], Ëåììà 25). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ
d̂ZQa×Q̇a

◦ pY ′
Qa×İa

: Y ′
Qa×İa

→ Rn è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå
cY ′

Qa×İa
: Y ′

Qa×İa
→ Rn â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äåôîðìàöèè

ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ << ε.

Êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa
: XIa×İa

→ Rn

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå d̂Y : YQa×İa
→ Rn.

Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�
äåôîðìàöèè êîìïîçèöèè iJQa×İa

◦ ϕYQa×İa
: YQa×İa

→ Rn, ïðè÷åì ñàìà
äåôîðìàöèÿ è åå êàëèáð ε âûáèðàþòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (ñì.
àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå â [A], Ëåììà 25). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ
d̂YQa×İa

◦ ϕXIa×İa
: XIa×İa

→ Rn è îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå
dXIa×İa

: XIa×İa
→ Rn â ðåçóëüòàòå ìàëîé ðåãóëÿðíîé PL�äåôîðìàöèè

ýòîé êîìïîçèöèè êàëèáðà ε′, ïðè÷åì ε′ << ε.

Qa × İa�ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa
: XIa×İa

→ Rn

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĉYQa×İa
: YQa×İa

→
Rn è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N̂(dYQa×İa

). Ïîëèýäð N̂(dYQa×İa
) ÿâëÿåòñÿ
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ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 4) ñ êðàåì, ýòîò êðàé
îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂N̂(dYQa×İa

).
Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa

: XIa×İa
→

Rn è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(cXIa×İa
). Ïîëèýäð N(cXIa×İa

) ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 4) ñ êðàåì, ýòîò
êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂N(cXIa×İa

). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì N(cXIa×İa

) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îñîáåííîñòÿìè c êðàåì N(cXIa×İa

) = NXIa×İa
,antigiag ∪NXIa×İa

,Γ ïî îáùåìó
êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NXIa×İa,Γ
ÿâëÿåòñÿ

íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè
pNX

Ia×İa,Γ
: NXIa×İa,Γ

→ N̂(cYQa×İa
).

2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NXIa×İa
,antidiag âîçíèêàåò

ïðè äåôîðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pYIa×İa
: XIa×İa

→ YQa×İa

âíóòðè ðåãóëÿðíîé (ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà
ĉYQa×İa

(YQa×İa
).

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa
: XIa×İa

→
Rn è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç N(cXIa×İa

). Ïîëèýäð N(cXIa×İa
) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè (â êîðàçìåðíîñòè 2) ñ êðàåì, ýòîò
êðàé îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂N(cXIa×İa

). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì N(cXIa×İa

) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îñîáåííîñòÿìè c êðàåì N(cXIa×İa

) = NXIa×İa,antigiag
∪ NXIa×İa,Γ

ïî îáùåìó
êðàþ, òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

1. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NXIa×İa
,Γ ÿâëÿåòñÿ

íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì ïðè ðåãóëÿðíîì 4-ëèñòíîì íàêðûòèè
pNX

Ia×İa
,Γ

: NXIa×İa
,Γ → N(cYQa×İa

).
2. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NXIa×İa

,antidiag âîçíèêàåò
ïðè äåôîðìàöèè äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ pXIa×İa

âíóòðè ðåãóëÿðíîé
(ïîãðóæåííîé) îêðåñòíîñòè íåîñîáûõ òî÷åê ïîëèýäðà cYQa×İa

(YQa×İa
).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç Ëåììû 25 [A], îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,N(cX
Ia×İa

) : (N(cXIa×İa
), ∂N(cXIa×İa

)) →

(K(Qa × İa, 1), K(Ia × İa, 1)). (113)

Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ íà NXIa×İa

,antidiag ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîåííûì
îòîáðàæåíèåì íà NYQa×İa

,Γ, ïî àíòèäèàãîíàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå
óêàçàííûé îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(cXIa×İa

)
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îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé ∂N(cXIa×İa
) ⊂ XIa×İa

ηX
Ia×İa−→ K(Ia × İa, 1).

Îòîáðàæåíèå (113) îïðåäåëÿåò Ia × İa ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ
cXIa×İa

.

Áèêâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà äëÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′
Qa×İa

: Y ′
Qa×İa

→
Rn

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîñòðîåíèþ, îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ñ
îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì N(cY ′

Qa×İa
) è îòîáðàæåíèå

ζN(cY ′
Qa×İa

) : (N(cY ′
Qa×İa

), ∂N(cY ′
Qa×İa

) →

(K(Qa × Q̇a, 1), K(Qa × İa, 1)). (114)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂N(cY ′
Qa×İa

) îïðåäåëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé

∂N(cY ′
Qa×İa

) ⊂ Y ′
Qa×İa

ηY ′
Qa×İa−→ K(Qa×İa, 1). Îòîáðàæåíèå (114) îïðåäåëÿåò

Qa × Q̇a ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ cY ′
Qa×İa

.

Êîíñòðóêöèÿ Z[4]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ Qa×İa�ñòðóêòóðîé
â Òåîðåìå 17
Ïóñòü çàäàíî Z[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

4 #
Rn. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηa×ȧ,N : Nn−n−ns

4 →
K(Ia × İa, 1), ïðè ýòîì âûïîëíåíî óðàâíåíèå (42). Îòîáðàæåíèå ηa×ȧ,N

îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηa×ȧ,X :

Nn−n−ns
4 → XIa×İa

, ïîñêîëüêó XIa×İa
âêëàäûâàåòñÿ â K(Ia × İa, 1) êàê

îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò ìåíüøèé
îñòîâ ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n − n−ns

4
+ 1 =

dim(N) + 1.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ cXIa×İa

◦ ηXIa×İa
: Nn−n−ns

4 → Rn è
ðàññìîòðèì ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1

â êëàññå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
4 #

Rn. Êàëèáð δ äåôîðìàöèè cXIa×İa
◦ ηXIa×İa

7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî
ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå g1 ñíàáæåíî Z/2[2]�îñíàùåíèåì Ψ1 c òåì æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò
â ãðóïïå ImmZ[4]

(n− n−ns

4
, n−ns

4
) ýëåìåíò y.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−n−ns
2 ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ

g1. Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Ln−n−ns
2 = L

n−n−ns
2

cycl ∪ L
n−n−ns

2

Ia×İa
(115)

ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå L
n−n−ns

2
cycl ïîãðóæåíî

â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(cXIa×İa
).

Ìíîãîîáðàçèå L
n−n−ns

2

Ia×İa
ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ)

íåêðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïîëèýäðà dXIa×İa
(XIa×İa

) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå

πLIa×İa
: L

n−n−ns
2

Ia×İa
→ XIa×İa

(116)

ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (115) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð
â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîãðóæåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ cXIa×İa

: XIa×İa
→ Rn (cì. àíàëîãè÷íîå

Ïðåäëîæåíèå 21 èç [A]).
Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,L : Ln−n−ns
2 → K(Qa × İa), 1). (117)

Îòîáðàæåíèå ζQa×İa,L çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ
(115). Íà êîìïîíåíòå L

n−n−ns
2

cycl îòîáðàæåíèå ζQa×İa,L îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèåì (113), êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîãðóæåííóþ
ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(cXIa×İa

) âíå
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Íà êîìïîíåíòå L

n−n−ns
2

Qa×İa
îòîáðàæåíèå ζQa×İa,L

îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

L
n−n−ns

2

Ia×İa

πX
Ia×İa−→ XIa×İa

ηX
Ia×İa−→ K(Ia × İa, 1)

iIa×İa,Qa×İa−→ K(Qa × İd, 1).

Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü, ÷òî ñëåäóåò
èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ (113). Îòîáðàæåíèå
(117), îïðåäåëÿþùåå Qa × İa�ñòðóêòóðó Z[4]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî.

Êîíñòðóêöèÿ Z/2[5]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ñ
áèêâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé â Òåîðåìå 18
Ïóñòü çàäàíî Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN), g : Nn−n−ns

2 #
Rn, îïðåäåëÿþùåå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]

(n − n−ns

2
, n−ns

2
). Ïî óñëîâèþ
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òåîðåìû çàäàíî îòîáðàæåíèå ηQa×İa
: Nn−n−ns

2 → K(Qa× İa, 1), ïðè ýòîì
âûïîëíåíî óðàâíåíèå (43). Îòîáðàæåíèå ηQa×İa,N îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî
(ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) îòîáðàæåíèå ηY ′

Qa×İa
: Nn−n−ns

2 → Y ′
Qa×İa

,
ïîñêîëüêó Y ′

Qa×İa
âêëàäûâàåòñÿ â K(Qa × İa, 1) êàê îñòîâ ñòàíäàðòíîãî

êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé çàâåäîìî ñîäåðæèò ìåíüøèé îñòîâ
ñòàíäàðòíîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàçìåðíîñòè n− n−ns

2
+1 = dim(N)+

1.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ cY ′

Qa×İa
◦ ηY ′

Qa×İa
: Nn−n−ns

2 → Rn è
ðàññìîòðèì ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîãðóæåíèå g1

â êëàññå ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè äàííîãî ïîãðóæåíèÿ g : Nn−n−ns
2 #

Rn. Êàëèáð δ äåôîðìàöèè dY ′
Qa×İa

◦ ηY ′
Qa×İa

7→ g1 âûáèðàåòñÿ ìíîãî
ìåíüøèì ε′. Ïîãðóæåíèå g1 ñíàáæåíî Z/3[5]�îñíàùåíèåì Ψ1 c òåì æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ηN , ïðè ýòîì òðîéêà (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëÿåò
â ãðóïïå ImmZ/2[5]

(n− n−ns

2
, n−ns

2
) ýëåìåíò y.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1.
Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

Lns = Lns
cycl ∪ Lns

Qa×İa
(118)

ïî îáùåé ãðàíèöå. Ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå Lns
cycl ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ

(ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü ïîëèýäðà N(dYQa×İa
). Ìíîãîîáðàçèå Lns

Qa×İa

ïîãðóæåíî â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïîëèýäðà
cY ′

Qa×İa
(Y ′

Qa×İa
) òàê, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

πLQa×İa
: Lns

Qa×İa
→ Y ′

Qa×İa
(119)

ïðîåêöèè ýòîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ (118) íà öåíòðàëüíûé ïîëèýäð
â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè. Îáùàÿ ãðàíèöà ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
ïîãðóæåíà â ðåãóëÿðíóþ (ïîãðóæåííóþ) îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ cY ′

Qa×İa
: Y ′

Qa×İa
→ Rn (cì. àíàëîãè÷íîå

Ïðåäëîæåíèå 21 èç [A]).
Îïðåäåëèì èñêîìîå îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,L : Lns → K(Qa × Q̇a, 1). (120)
Îòîáðàæåíèå ζQa×Q̇a

çàäàäèì îòäåëüíî íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (118).
Íà êîìïîíåíòå Lns

cycl îòîáðàæåíèå ζQa×Q̇a,L îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì
(114), êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè N(dYQa×İa

). Íà êîìïîíåíòå Lns

Qa×İa

îòîáðàæåíèå ζQa×Q̇a,L îïðåäåëåíî êîìïîçèöèåé

Lns

Qa×İa

πL
Qa×İa−→ Y ′

Qa×İa

ηY
Qa×İa−→ K(Qa × İa, 1)

iQa×İa,Qa×Q̇a−→ K(Qa × Q̇a, 1).
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Íà îáùåé ãðàíèöå óêàçàííûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ñêëåèòü,
÷òî ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ
(114). Îòîáðàæåíèå (120), îïðåäåëÿþùåå Qa × Q̇a�ñòðóêòóðó Z/2[5]�
îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g1, Ψ1, ηN) îïðåäåëåíî.

Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (42)
Ðàññìîòðèì Z/4[4]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1, Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå
âûøå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò òî æå ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[4]

(n −
n−ns

4
, n−ns

4
). Ïî óñëîâèþ ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì
ηQa×İa,N : Nn−n−ns

4 → K(Qa × İa, 1). Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Ln−n−ns
2

ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (117).
Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

2
η ⊂ Nn−n−ns

4 , (121)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
n−ns

32

[4] ∈ H
n−ns

4 (Nn−n−ns
4 ;Z/2).

Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå (îáùåãî ïîëîæåíèÿ) gNη : N
n−n−ns

2
η # Rn,

îïðåäåëåííîå êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (121).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lns

η ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη .
Îïðåäåëåíî âëîæåíèå ïîäìíîãîîáðàçèé

Lns
η ⊂ Ln−n−ns

2 . (122)

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,Lη
: Lns

η → K(Qa × İa, 1)

êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (117) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (122). Çàìåòèì,
÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå (122) ïðåäñòàâëÿåò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ,
äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó ζ

n−ns)
32 ∈ H

n−ns
2 (Ln−n−ns

2 ;Z/2).
Ïîýòîìó óðàâíåíèå (40) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[2](y) = 〈ζ̄
ns
2

d×ḋ,Lη
; [L̄d×ḋ,η]〉. (123)

Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄ns

η,d×ḋ
íàä ìíîãîîáðàçèåì

(122) åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns
4 è

åãî ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå Ãåðáåðòà)
ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó

53



η
n−ns

32 ∈ H
3(n−ns)

4 (Nn−n−ns
4 ;Z/2). Óðàâíåíèå ðàâíåíèå (42) ýêâèâàëåíòíî

ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[2](y) = 〈η
ns
2

d×ḋ,Nη
; [N̄η,d×ḋ]〉, (124)

ãäå îòîáðàæåíèå ηd×ḋ,Nη
: N̄ns

η,d×ḋ
→ K(Id × İd, 1) îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå

íàêðûòèÿ íàä îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ ηd×ḋ,N íà ïîäìíîãîîáðàçèå
(121).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ (123) (124) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå. Òåîðåìà
17 äîêàçàíà.

Ëåììà 25. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,∗([L̄d×ḋ,η] ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (125)

η̄d×ḋ,∗([N̄d×ḋ,η]) ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (126)

àíàëîãè÷íûå ãîìîëîãè÷åñêèì êëàññàì (73), (74), ðàâíû.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ëåììó è äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Êëàññ
ãîìîëîãèé (126) ìîæíî îáîáùèòü è îïðåäåëèòü â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè,
áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Lns

η ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
Ïóñòü îïðåäåëåíî çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå R2r ñ

îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4 ðàçìåðíîñòè dim(R) = 2r, 2r = −2
(mod 8), n

2
≤ 2r ≤ n − n−ns

4
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå

ηIa×İa,R : R2r → XIa×İa

ηX
Ia×İa−→ K(Ia × İa, 1).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå gR : R2r → Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå ìàëîé äåôîðìàöèåé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ R2r

gIa×İa,R−→ → XIa×İa

dX
Ia×İa−→ Rn. Îïðåäåëåíî

îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r ñàìîïåðåñå÷íèÿ
îòîáðàæåíèÿ gR. Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ T n−4r ñîñòîèò èç
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ gR. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå 2-
ëèñòíîå íàêðûòèå T̄ n−4r → T n−4r, ðàçâåòâëåííîå âäîëü êðàÿ. Îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå ζQa×İa,T : T̄ n−4r → K(Qa × İa, 1) â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè
ïîãðóæåíèÿ T̄ n−4r # R2r ñ îòîáðàæåíèåì ηIa×İa,R.

Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ηIa×İa,T,∗([T̄ ]) ∈ Hn−4r(K(Ia × İa, 1);Z/2), (127)
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îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (126). Êëàññ ãîìîëîãèé (125) òàêæå ìîæíî
îáîáùèòü íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíî ðàçáèåíèå

T n−4r = T n−4r
cycl ∪ T n−4r

Ia×İa
, (128)

àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèþ (115).
Êðàé ∂T n−4r ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè T n−4r öåëèêîì ëåæèò â

êîìïîíåíòå T n−4r

Ia×İa
è ïðîåêöèÿ

πTIa×İa
: T n−4r

Ia×İa
→ XIa×İa

, (129)

àíàëîãè÷íàÿ îòîáðàæåíèþ (116), ïåðåâîäèò êðàé ∂T n−4r â ðåãóëÿðíóþ
÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè XIa×İa

.
Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

ζQa×İa,T : (T n−4r, ∂T n−4r) → (K(Qa × İa, 1), (K(Ia × İa, 1)), (130)

àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèþ (117).
Ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ gR ÷åòíà, è ìíîãîîáðàçèå

ñ îñîáåííîñòÿìè R2r ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, òî è ìíîãîîáðàçèå
ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì T n−4r òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì.
Ñëåäîâàòåëüíî îòíîñèòåëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé

ζQa×İa,T,∗ : ([T n−4r, ∂T n−4r]) ∈ Hn−4r(K(Qa × İa, 1), (K(Ia × İa, 1));Z/2)

ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ 2 ñîîòâåòñòâóþùåãî öåëî÷èñëåííîãî
êëàññà èç ãðóïïû Hn−4r(K(Qa × İa, 1), K(Ia × İa, 1));Z).

Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ζQa×İa,T íà êðàé ∂T n−4r ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå K(Ia × İa, 1) ⊂ K(Qa × İa, 1).
Îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî öèêëà ζQa×İa,T,∗([∂T n−4r]) ìíîãîîáðàçèÿ
ñ îñîáåííîñòÿìè, êðàåì, îïðåäåëÿåò íóëåâîé öèêë â ãðóïïå
Hns−1(K(Ia × İa, 1);Z/2), ïîñêîëüêó ëåæèò â îáðàçå íóëåâîé ãðóïïû
Hn−4r−1(K(Ia × İa, 1);Z) ïðè ãîìîìîðôèçìå ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ 2
(ñì. àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå â Ëåììå 16 èç [A]). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ
ãîìîëîãèé

ζ̄Ia×İa,∗([T̄d×ḋ] ∈ Hn−4r(K(Ia × İa, 1);Z/2) (131)

îïðåäåëåí.
Â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû (127), (131) îïðåäåëåíû,

åñëè â êà÷åñòâå ìíîãîîáðàçèÿ R2r âûáðàòü ìíîãîîáðàçèå R2r
i =
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S2r−8i+1/i × S8i−1/i, à â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ηIa×İa,R âûáðàòü
ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηIa×İa,Ri
: S2r−8i+1 × RP8i−1 ⊂ XIa×İa,j

ϕ
Ia×İa

,j

−→ XIa×İa

ηX
Ia×İa−→ K(Ia × İa, 1), (132)

ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ 8i ≤ 2r + 1, 0 ≤ j ≤ jmax.
Ëåììà 26. Îáîçíà÷èì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ηIa×İa,Ri,∗([Ri]) ∈
H2r(K(Ia × İa, 1);Z) ÷åðåç (2r − 8i + 1× 8i− 1).

� 1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r− 8i+1× 8i− 1) ∈ H2r(K(Ia× İa, 1);Z),
çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (132), êëàññ ãîìîëîãèé (127), ëåæàùèé â òîé
æå ãðóïïå, ðàâåí (4r−16i+2− n

2
×16i−2− n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â ñêîáêàõ

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç ÷èñåë â
ñêîáêàõ îòðèöàòåëüíî.

� 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (131), îáîáùàþùèé êëàññ (125) äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n − n+ns

2
,

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì (127), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
(126).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 26
Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå îïóñêàåòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 2 âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dXIa×İa

, ñì.
àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó (20) â [A]. Ëåììà 26 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 25
Ðàññìîòðèì ïàðó ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëîé (121) è
ïåðåîáîçíà÷èì ýòó ïàðó ìíîãîîáðàçèé ÷åðåç

N
n−n−ns

2

η,[4] ⊂ N
n−n−ns

4

[4] . (133)

Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

4

[4] ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ηIa×İa,[4] : N
n−n−ns

4

[4] → K(Ia × İa, 1). (134)

Ìíîãîîáðàçèå N
n−n−ns

4

[4] ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà
ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ln−n−ns

4 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ Z/2[4]�
îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[3]�îñíàùåííîãî
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ïîãðóæåíèÿ (g1, Ψ1, ηN) ìíîãîîáðàçèÿ Nn−n−ns
8 , îïðåäåëåíîãî â óñëîâèè

Òåîðåìû 12.
Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

8 ÷åðåç N
n−n−ns

8

[3] . Ðàññìîòðèì
ïîäìíîãîîáðàçèå

N
n−n−ns

4

η,[3] ⊂ N
n−n−ns

8

[3] , (135)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó η
n−ns

16
N , ηN ∈

H4(N
n−n−ns

8

[3] ;Z/2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå

gNη,[3]
: N

n−n−ns
4

η,[3] # Rn, (136)

êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ g1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå (135).
Ìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
4

[4] , îïðåäåëåííîå â (133) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g1. Ïîäìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
2

η,[4] ,
îïðåäåëåííîå â (133), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ (136).

Ïðèìåíèì Ëåììó 24 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó

ηa×ḋ,Nη,[3]
: N

n−n−ns
2

η,[3] → XIa×İd
⊂ K(Ia × İd, 1) (137)

è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (134). Êëàññ ãîìîëîãèé (134) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Ëåììû 26, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ
÷åòíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (125),
(126) ëåæàò â ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ
(149) îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ,
îïèñàííûõ â Ëåììå 26. Ëåììà 25 äîêàçàíà.

Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 25. Íàáîð ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (132)
ïðè 2r = n − n−ns

2
ðåàëèçóåò âñå ýëåìåíòû â ãðóïïå Hn−n−ns

2
(XIa×İa

;Z).
Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå N

n−n−ns
2

η îêàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì,
îòîáðàæåíèå gη : N

n−n−ns
2

η → Rn êîáîðäàíòíî äèçúþíêòíîìó íàáîðó
ñòàíäàðòíûõ îòîáðàæåíèé (132) â êëàññå îòîáðàæåíèé îðèåíòèðîâàííûõ
ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîðàçìåðíîñòè 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
êëàññû îòîáðàæåíèÿ ïðè êîáîðäèçìå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà (125) (126) ðàâíû. Ëåììà 25
äîêàçàíà.
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Ïðîâåðêà óðàâíåíèÿ (43)
Ðàññìîòðèì Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g1, Ψ1, ηN), ïîñòðîåííîå
âûøå. Ýòî ïîãðóæåíèå îïðåäåëÿåò ýëåìåíò y ∈ ImmZ/2[5]

(n− n−ns

2
, n−ns

2
),

òîò æå, ÷òî è èñõîäíîå Z/2[5]�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (g, Ψ, ηN).
Ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

2 ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì ηQa×İa,N : Nn−n−ns
2 →

K(Qa × İa, 1). Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Lns ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ g1, ñíàáæåííîå îòîáðàæåíèåì (120).

Îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå

Nns
η ⊂ Nn−n−ns

2 , (138)

äâîéñòâåííîå â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó η
n−ns

8 ∈ H
n−ns

2 (Nn−n−ns
2 ;Z/2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Lns
η (139)

ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ gNη . Îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå

ζQa×Qa,Lη : Lns
η → K(Qa × Q̇a, 1)

êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (120) íà ïîäìíîãîîáðàçèå (139).
Êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå L̄ns

η íàä ìíîãîîáðàçèåì
(139) åñòåñòâåííî ïîãðóæåíî â èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

2 è
åãî ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò (ïî Òåîðåìå Ãåðáåðòà)
ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó
η

n−ns
32 ∈ H

n−ns
2 (Nn−n−ns

2 ;Z/2). Óðàâíåíèå (41) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[5](y) = 〈ζ̄
ns
2

d×ḋ,L
; [L̄d×ḋ]〉. (140)

Óðàâíåíèå (43) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Θ
n−ns

32

Z/2[5] = 〈η̄
ns
2

d×ḋ,N
; [N̄d×ḋ,η]〉, (141)

ãäå ìíîãîîáðàçèå N̄d×ḋ,η è îòîáðàæåíèå η̄d×ḋ,Nη
: N̄d×ḋ,η → K(Id ×

İd, 1) îïðåäåëåíû êàê 8-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ìíîãîîáðàçèåì Nns

è îòîáðàæåíèåì ηQa×İa,Nη
: Nns

η → K(Qa × İa, 1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè

ðàâåíñòâ (140) (141) ðàâíû. Ýòî äîêàçàíî â ñëåäóþùåé Ëåììå. Òåîðåìà
18 äîêàçàíà.
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Ëåììà 27. Êëàññû ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,L,∗([L̄d×ḋ] ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2), (142)

η̄d×ḋ,∗([N̄d×ḋ,η]) ∈ Hns(K(Id × İd, 1);Z/2) (143)

ðàâíû.

Ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 22.
Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, àíàëîãè÷íûå (127), (131).

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî r, r = −2 (mod 16) îïðåäåëèì ñåìåéñòâî
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé R2r

i = S2r−16i+1/Qa × S16i−1/i, 0 ≤
i ≤ r−6

8
, 2r ≤ n − n−ns

2
= dim(Y ′

Qa×İa
) − 8. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ

ηQa×İa,R : R2r → YQa×İa
âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå,

îïðåäåëåííîå êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïîêîîðäèíàòíûõ âëîæåíèèé

ηQa×İa,Ri
: S2r−16i+1/i× RP16i−1 ⊂ Yj

ϕYj−→

YQa×İa

ηY
Qa×İa−→ K(Qa × İa, 1), (144)

ïðè íåêîòîðûõ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ i, j, 0 ≤ i ≤ r−6
8
, 0 ≤ j ≤ j′max.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå gR : R2r → Rn, êàê ðåçóëüòàò
äåôîðìàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ dY ′

Qa×İa
◦ ηQa×İa,R.

Îïðåäåëåíî îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ
êðàåì T 4r−n ðàçìåðíîñòè dim(T ) = 4r − n, êàê ìíîãîîáðàçèå
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ gR. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n

ñëóæèò êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûâàþùèì íàä
ìíîãîîáðàçèåì T 4r−n. Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè T̄ 4r−n ïîãðóæåíî â
ìíîãîîáðàçèå R2r, ïîýòîìó ïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

ζ̄d×ḋ,T,∗([T̄d×ḋ] ∈ H4r−n(K(Id × İd, 1);Z/2), (145)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (142).
Îïðåäåëåí êëàññ ãîìîëîãèé

η̄d×ḋ,T,∗([T̄d×ḋ]) ∈ H4r−n(K(Id × İd, 1);Z/2), (146)

îáîáùàþùèé êëàññ ãîìîëîãèé (143).
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Ëåììà 28. Îáîçíà÷èì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà
ηQa×İa,Ri,∗([Ri]) ∈ H2r(K(Ia × İd, 1);Z) ÷åðåç (2r − 16i + 1× 16i− 1).

�1. Äëÿ êëàññà ãîìîëîãèé (2r−16i+1×16i−1) ∈ Hr(K(Qa× İa, 1);Z),
çàäàííîãî îòîáðàæåíèåì (144), êëàññ ãîìîëîãèé (146), ëåæàùèé â òîé
æå ãðóïïå, ðàâåí (4r − 32i + 2 − n

2
× 32i + 2 − n

2
), åñëè îáà ÷èñëà â

ñêîáêàõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, è ðàâåí íóëþ, åñëè õîòÿáû îäíî èç
÷èñåë îòðèöàòåëüíî.

�2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ (145), îáîáùàþùèé êëàññ (142) äëÿ
îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè ïðè 2r = n − n+ns

2
,

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì (146), îáîáùàþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ
(143).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 28
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåìì 23,24.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 27
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå (138) è ïåðåîáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

N
n−n−ns

2

[5] . (147)
Ìíîãîîáðàçèå (147) ñíàáæåíî îòîáðàæåíèåì

ηQa×İa,[5] : N
n−n−ns

2

[5] → K(Qa × İa, 1). (148)
Ìíîãîîáðàçèå (147) ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ñîâïàäàåò ñ
ìíîãîîáðàçèåì Ln−n−ns

2 èç Òåîðåìû 17, ò.å. ÿâëÿåòñÿ Z/2[5]�îñíàùåííûì
ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Z/2[4]�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(g1, Ψ1, ηN), ãäå ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 îïðåäåëåíî â óñëîâèè Òåîðåìû
17. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå Nn−n−ns

4 ÷åðåç N
n−n−ns

4

[4] .
Ïðèìåíèì Ëåììó 28 ê ãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó

ηQa×İa,N[5]
: N

n−n−ns
2

[5] → Y ′
Qa×İa

⊂ K(Qa × İa, 1) (149)

è âû÷èñëèì êëàññ ãîìîëîãèé (134). Êëàññ ãîìîëîãèé (134) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì Ëåììû 24, áûòü ìîæåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ
÷åòíîãî ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó êëàññû ãîìîëîãèé (145),
(146) ëåæàò â ãðóïïå, â êîòîðîé ÷åòíûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ
(149) îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ,
îïèñàííûõ â Ëåììå 28. Ëåììà 27 äîêàçàíà.
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8 Òåîðåìà î ðåòðàêöèè
Ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ðåòðàêöèè, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü
â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 6.

Òåîðåìà 29. Òåîðåìà î ðåòðàêöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî d
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l = l(d) òàêîå, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò â
ãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf (2l′ − 3, 1), ïðè l′ ≥ l, äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ
ïîðÿäêà d− 1 (ñì. Îïðåäåëåíèå 5).

Çàìå÷àíèå
Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåòðàêöèè
ïåðåôîðìóëèðîâàíî íèæå â Ñëåäñòâèè 34. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïåðåôîðìóëèðîâàòü Òåîðåìó 29 áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ
ðåòðàêöèè â ñëåäóþùåé ôîðìå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
d ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå l = l(d) òàêîå, ÷òî ïðè l′ ≥ l ãîìîìîðôèçì
Jd

sf : Immsf (2l′ − 3, 1) → Immsf (d, 2l′ − 2− d) ðàâåí íóëþ.
Ïóñòü Mn−k�çàìêíóòîå (n − k)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïîãðóæåííîå

â Rn c êîðàçìåðíîñòüþ k ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞM

(õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ýòîãî ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ îáîçíà÷åí
÷åðåç κM). Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn−k ñíàáæåíî
ñåìåéñòâîì 1-êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM = {κM , κ1, . . . , κj}, êîòîðûå
ïðåäñòàâëåíû îòîáðàæåíèÿìè κM , κi : Mn−k → RP∞, i = 1, . . . , j.
Îáîçíà÷èì íàáîð κ1, . . . , κj ÷åðåç A′

M .

Îïðåäåëåíèå 30. Îïðåäåëèì ãðóïïó êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(n−k; k).
Ïðåäñòàâèòåëåì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ òðîéêè (Mn−k, ΞM , AM),
ãäå Mn−k�çàìêíóòîå n − k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñêîøåííûì
îñíàùåíèåì, ñíàáæåííîå ñåìåéñòâîì 1-êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM . Îòíîøåíèå êîáîðäèçìà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ïðåäñòàâèòåëåé, êîòîðîå ñîõðàíÿåò
îïèñàííóþ äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó.

Â ñëó÷àå j = 0 ãðóïïà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ñêîøåííî-îñíàùåííûõ
ïîãðóæåííûõ ìíîãîîáðàçèé Immsf (n − k, k). Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî κM = 0, ïðè÷åì àíàëîãè÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíî è äëÿ
êîáîðäèçìà, çàäàþùåãî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâèòåëåé, òî
ïîëó÷èì ãðóïïó îñíàùåííûõ êîáîðäèçìîâ ìíîãîîáðàçèé, ñíàáæåííûõ
ñåìåéñòâîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ A′

M . Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Immfr;κ1,...,κj(n − k, k). Ïî êîíñòðóêöèè Ïîíòðÿãèíà-Òîìà ãðóïïà
Immfr;κ1,...,κj(n − k, k) èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå Πn−k(

∏
j RP∞) × Πn−k,
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ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé
ïðîñòðàíñòâà

∏i=j
i=1RP∞i , à âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ (n − k)-îé

ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ñôåð Πn−k.

Îïðåäåëåí åñòåñòâåííûé (òàâòàëîãè÷åñêèé) ãîìîìîðôèçì

δ : Immfr;κ1,...,κj(n− k, k) → Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k), (150)

ïðè ýòîì êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κM íàáîðà AM îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâûì.
Îïðåäåëåí äðóãîé åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

Jk : Immsf ;κ1,...,κj(n− 1, 1) → Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k), (151)

ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà îò òðîéêè (Mn−1
0 , ΞM0 , AM0), ïðåäñòàâëÿþùåé

ýëåìåíò â èñõîäíîé ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κj(n − 1, 1), ê òðîéêå
(Mn−k, ΞM , AM), ãäå ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂ Mn−1

0 äâîéñòâåííî â
ñìûñëå Ïóàíêàðå êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó κk−1

M0
∈ Hk−1(M0;Z/2),

ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, à íàáîð
êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM ïîëó÷åí îãðàíè÷åíèåì íàáîðà AM0 íà
ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂ Mn−1

0 .

Îïèøåì ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà rj : Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) →
Immsf ;κ̂1...,κ̂j−1(n−k, k) îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κj. Ïóñòü
α ∈ Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, ïðåäñòàâëåííûé
òðîéêîé (Mn−k, ΞM , AM). Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå pj : M̂n−k

j →
Mn−k, pj = κj +κM . Íèæå ÷åðåç pj ìû áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êëàññó pj. Îïèøåì
ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM̂j

íàä M̂j. Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå ϕ : Mn−k #
Rn êîðàçìåðíîñòè k, êëàññ ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè êîòîðîãî îïðåäåëåí
ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç νM íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ê ϕ. Íàä äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì M̂j îïðåäåëåíî íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå νM̂j

ïîãðóæåíèÿ ϕ, èíäóöèðîâàííîå èç νM ïðè ïðîåêöèè
ps. Îïðåäåëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå Ξ̂ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νM̂j

êàê îñíàùåíèå, èíäóöèðîâàííîå èç ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ Ξ íà ñëîè
äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ.

Ìíîãîîáðàçèå M̂j ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM̂j

= {κM̂j
, κ̂1, . . . , κ̂j−1}, èíäóöèðîâàííûõ èç çàäàííîãî íàáîðà

êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ ñ áàçû Mn−k ïðè ïîìîùè íàêðûòèÿ pj.
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Ïîñòðîåííîå ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå M̂j c óêàçàííûì
íàáîðîì êëàññîâ êîãîìîëîãèé ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå êîáîðäèçìà
Immsf ;κ1...,κj−1(n− k, k), êîòîðûé îïðåäåëÿåò îáðàç èñõîäíîãî ýëåìåíòà.
Ïðèìåð 31. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j = 0. Òîãäà ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà
r1 : Immsf (n− k, k) → Immfr(n− k, k) èçó÷åí â [A-E].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
rj1+1,...,j2 : Immsf ;κ1,...,κj2 (n− k, k) → Immsf ;κ̂1,...,κ̂j1 (n− k, k) (152)

êîìïîçèöèþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðàíñôåðîâ îòíîñèòåëüíî íàáîðà
êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM = {κj1 + 1, . . . , κj2}, 0 ≤ j1 < j2. Áîëåå
ïîäðîáíî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà áåðåì
îòíîñèòåëüíî êëàññà κj2 ∈ H1(Mn−k;Z/2), äàëåå âòîðîé � îòíîñèòåëüíî
êëàññà κ̂j2−1 ∈ H1(M̂n−k

j2
;Z/2), êîòîðûé ïîëó÷åí èíäóöèðîâàíèåì

κj2−1 íà äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå M̂n−k
j2

íàêðûòèÿ pj2 è ò.ä. Íåòðóäíî
äîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ãîìîìîðôèçìà rj1+1,...,j2 íå çàâèñèò
îò ñïîñîáà óïîðÿäî÷èâàíèÿ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ âíóòðè íàáîðà ñ
èíäåêñàìè j1 + 1, . . . , j2. Â ñëó÷àå j1 = 0, ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà r1,...,j2

ñòðîèòñÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ A′
M . Íàçîâåì

òàêîé ãîìîìîðôèçìîì ãîìîìîðôèçìîì ïîëíîãî òðàíñôåðà è îáîçíà÷èì
åãî ÷åðåç rtot. Ãîìîìîðôèçì ïîëíîãî òðàíñôåðà ìîæíî ñðàçó îïðåäåëèòü
ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê 2j2�ëèñòíîìó íàêðûòèþ M̄n−k

tot → Mn−k cî
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2j2 ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà

×i(κN + κi) : H1(Mn−k;Z/2) → Z/2j2 , 1 ≤ i ≤ j2.

Íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå M̄n−k
tot â ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Zj�íàêðûòèÿ ïðè ïîìîùè
äðóãîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ. Ïîìåíÿåì
ìåñòàìè êëàññ κM ñ ïðîèçâîëüíûì êëàññîì κi è îïðåäåëèì íàêðûòèå,
îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî âî-ïåðâûõ, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òðàíñôåðà íå çàâèñèò îò òîãî,
êàêèì ñïîñîáîì óïîðÿäî÷åí íàáîð êëàññîâ êîãîìîëîãèé, îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ ñòðîèòñÿ òðàíñôåð. Âî-âòîðûõ, íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå
M̄n−k íàä Mn−k îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κi + κM

èíäóöèðîâàííûå êëàññû κ̄i, κ̄M ∈ H1(M̄n−k;Z/2) îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè.
Ïðåäëîæåíèå 32. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷åòíîãî ÷èñëà k, k =
0(mod2), 2l − 2 = n > k > 0, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ψ, çàâèñÿùåå òîëüêî îò k, ÷òî ãîìîìîðôèçì ïîëíîãî òðàíñôåðà

rtot : Immsf ;κ1,...,κψ(n− k, k) → Immsf (n− k, k) (153)
òðèâèàëüíûé.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 32
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë sn−k, . . . , s1, ïî
óáûâàíèþ èíäåêñîâ îò n− k äî 1:

sn−k = ord(Πn−k), sn−k−1 = ordΠn−k−1), . . . , s1 = ord(Π1).

Çäåñü ÷åðåç ord(Πi) îáîçíà÷åíà ñòåïåíü ÷èñëà 2, êîòîðàÿ ðàâíà ïîðÿäêó
2-êîìïîíåíòû i-îé ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû ñôåð. Äàëåå
îïðåäåëèì ψ(i) =

∑n−k
j=i sj è, íàêîíåö, èñêîìîå ÷èñëî ψ = ψ(1) + σ + 1,

ãäå σ = ord(Immfr;κ1,...,κψ(1)(n− k, k)). Òàêèì îáðàçîì ψ > ψ(1) ≥ ψ(2) ≥
· · · ≥ ψ(n− k).

Ïóñòü çàäàí ýëåìåíò α ∈ Immsf ;κ1,...,κψ(n − k, k), ïðåäñòàâëåííûé
òðîéêîé (Mn−k, ΞM , AM). Ðàññìîòðèì ýëåìåíò rψ(α), ïðåäñòàâëåííûé
òðîéêîé (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂), ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì òðàíñôåðà
îòíîñèòåëüíî êëàññîâ êîãîìîëîãèé ñ íîìåðàìè ψ(1)+1, . . . , ψ. Äîêàæåì,
÷òî ýòîò ýëåìåíò äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå RP∞0 × ∏i=ψ(j)
i=1 RP∞(i), êîòîðîå îáîçíà÷èì

÷åðåç X(ψ(j)) è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ : Mn−k → X(ψ(1)),
ïîêîîðäèíàòíî îïðåäåëåííîå íàáîðîì AM êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ,
çà èñêëþ÷åíèåì êëàññîâ κψ(1) + 1, . . . , κψ. Ïåðåîáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî
X(ψ(1)) äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç X. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ôèëüòðàöèþ

· · · ⊂ X(n−k+1) ⊂ X(n−k) ⊂ · · · ⊂ X(1) ⊂ X, (154)

êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ ôèëüòðàöèé ïî
êàæäîé êîîðäèíàòå. Êàæäûé ñòðàò X(i) \ X(i+1), i = 1, . . . n − k,
ðàñïàäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ êëåòîê êîðàçìåðíîñòè i. Êëåòêè
îïðåäåëÿþòñÿ ìóëüòèèíäåêñàìè µ = (m1, . . . , mψ(n−k)), m1 + · · · +
mψ(n−k) = i, mi ≥ 0, óêàçûâàþùèìè êîðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî îñòîâà
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîîðäèíàòíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ äàííàÿ êëåòêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå λ íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ïî
îòíîøåíèþ ê ôèëüòðàöèè (154). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0 ⊂ Mn−k� 0-ìåðíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëåííîå êàê ïðîîáðàç ñòðàòà Xn−k ôèëüòðàöèè
êîðàçìåðíîñòè (n− k) = dim(Mn−k).

Ðàññìîòðèì 2ψ−ψ(1)�ëèñòíîå íàêðûòèå p : M̂n−k → Mn−k,
èíäóöèðîâàííîå íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ κM +
κψ(1)+1, . . . , κM + κψ. Íà ìíîãîîáðàçèè M̂n−k îïðåäåëåíî ñêîøåííîå
îñíàùåíèå ΞM̂ è íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM̂ = κM̂ , . . . , κ̂ψ(1)),
èíäóöèðîâàííûé èç ïîäíàáîðà AM,1 = (κM , . . . κψ(1)) íàáîðà AM

íà íàêðûâàþùåå ìíîãîîáðàçèå M̂ íàêðûòèè p : M̂n−k → Mn−k.
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Ðàññìîòðèì òðîéêó (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂). Ýòà òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò òðàíñôåð
òðîéêè (Mn−k, ΞM , AM) îòíîñèòåëüíî íàáîðà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
κψ(1)+1, . . . , κψ. Äîêàæåì, ÷òî ýòà òðîéêà (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂) â êëàññå
íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà äîïóñêàåò îòîáðàæåíèå λ̂ : M̂n−k → X,
îïðåäåëåííîå íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ AM̂ , äëÿ êîòîðîãî
ïðîîáðàç λ̂−1

1 (X(n−k)) ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ k ÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó n

÷åòíî, ìíîãîîáðàçèå Mn−k ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì. Îáîçíà÷èì
öåëî÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà λ(Mn−k) ñ
îðèåíòèðîâàííîé êëåòêîé èç X(n−k) \ X(n−k+1) íîìåðà µ ÷åðåç lk(µ).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåí òàêæå öåëî÷èñëåííûé íàáîð {l̂k(µ)} äëÿ
îòîáðàæåíèÿ λ̂. Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð {l̂k(µ)} ïîëó÷åí èç íàáîðà {lk(µ)}
óìíîæåíèåì íà 2ψ−ψ(1).

Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå p̃ : M̃n−k → Mn−k,
èíäóöèðîâàííîå êëàññîì êîãîìîëîãèé κM è ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ
λ̃ : M̃n−k p̃−→ Mn−k λ−→ X. Ìíîãîîáðàçèå M̃n−k ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΨM̃ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, èíäóöèðîâàííîå èç
ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞM ïðè íàêðûòèè p̃. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AM̃

íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ {κM̃ , κ̃1, . . . , κ̃ψ(1)}, èíäóöèðîâàííûõ íà
2-ëèñòíîå íàêðûâàþùåå M̃n−k ïðè íàêðûòèè p̃. Òðîéêà (M̃n−k, ΨM̃ , AM̃)
îïðåäåëÿåò ýëåìåíò èç ãðóïïû Immfr;κ1,κψ(1)(n − k, k). Ïî îïðåäåëåíèþ
ïîðÿäîê ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû ðàâåí ψ − ψ(1) − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ψ − ψ(1) − 1 ýêçåìïëÿðîâ òðîéêè (M̃n−k, ΞM̃ , AM̃) íîðìàëüíî
îãðàíè÷èâàþò.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ̃ : M̃n−k → X. Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
{lk(λ̃)} ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà λ̃∗([M̃n−k]) ñ
êëåòêàìè ïðîñòðàíñòâà X(k) \ X(k+1) ðàâåí óäâîåííîìó íàáîðó lk(µ),
âû÷èñëåííîìó ïî îòîáðàæåíèþ λ.

Ðàññìîòðèì òðîéêó (2σ)(−M̃n−k,−ΨM̃ , AM̃), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â
ðåçóëüòàòå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ 2σ, (σ = ψ−ψ(1)−1) ýêçåìïëÿðîâ
òðîéêè (−M̃n−k,−ΨM̃ , AM̃). Çäåñü îñíàùåíèå ΨM̃ çàìåíåíî íà îáðàòíîå
−ΨM̃ ïóòåì èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îñíàùåíèÿ
(â ÷àñòíîñòè, îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M̃ ïðè ýòîì òàêæå ìåíÿåòñÿ).
Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ 2σλ̃, ïîñòðîåííîãî
ïî íàáîðó êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ (2σ)AM̃ , îáîçíà÷èì ÷åðåç l̃k(µ).

Ðàññìîòðèì òðîéêó (M̂ ′n−k, ΞM̂ ′ , AM̂ ′), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå òðîéêè (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂) ñ òðîéêîé
(2σ)(M̃n−k,−ΨÑ , AÑ). Íîâàÿ òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò òîò æå ýëåìåíò â
ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κψ(1)(k, n− k), ÷òî è èñõîäíàÿ òðîéêà (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂).
Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå λ̂′ : M̂ ′k → X. Ïðè ýòîì íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
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l̂k′(µ), ïîñòðîåííûé äëÿ íîâîé òðîéêè, ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó íàáîðû
{(2σ)l̃k(µ)}, {l̂k(µ)} îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.

Îïðåäåëåíà íîðìàëüíàÿ ïåðåñòðîéêà òðîéêè (M̂ ′n−k, ΞM̂ ′ , AM̂ ′) ïî
ñåìåéñòâó ðó÷åê èíäåêñà 1 ïðè êîòîðîé λ̂′−1(X(n−k)) = ∅. Íà÷àëüíûé
ýòàï èíäóêòèâíîé êîíñòðóêöèè îïðåäåëåí.

Ïåðåîáîçíà÷èì òðîéêó (M̂ ′n−k, ΞM ′ , AM̂ ′) ñíîâà ÷åðåç (Mn−k, ΞM , AM).
Îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïî íàáîðó êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM

îáîçíà÷èì ñíîâà ÷åðåç λ : M̂n−k → X. Ïî ïîñòðîåíèþ λ−1(X(n−k)) =
∅. Ïðèìåíèì ê ðàññìàòðèâàåìîìó ýëåìåíòó ãîìîìîðôèçì òðàíñôåðà
rκψ(2)+1,...,κψ(1)

. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðîéêó, îáîçíà÷àåìóþ äëÿ êðàòêîñòè
ñíîâà ÷åðåç (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂).

Ìíîãîîáðàçèå M̂n−k îïðåäåëåíî êàê íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî
2ψ(1)−ψ(2)�ëèñòíîãî íàêðûòèÿ p : M̂n−k → Mn−k îòíîñèòåëüíî êëàññîâ
êîãîìîëîãèé (κψ(2)+1, . . . , κψ(1)). Ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞM̂ èíäóöèðîâàíî
èç îñíàùåíèÿ ΞM ïðè íàêðûòèè p. Íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM̂ = {κM̂ , . . . , κ̂ψ(2)} íà íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè M̂n−k èíäóöèðîâàí
èç íàáîðà (κM , . . . , κψ(2)) ïðè íàêðûòèè p.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X(ψ(2)), îïðåäåëåííîå êàê ïðîèçâåäåíèå
ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ èíäåêñàìè (0, 1, . . . , ψ(2)). Îïðåäåëåíî
âëîæåíèå iψ(2) : X(ψ(2)) ⊂ X(ψ(1)), ñîîòâåòñòâóþùåå óêàçàííîìó íàáîðó
êîîðäèíàò. Ïðîñòðàíñòâî X(ψ(2)) ñàìî ñíàáæåíî ñòðàòèôèêàöèåé,
êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

· · · ⊂ X i(ψ(2)) ⊂ X i−1(ψ(2)) ⊂ · · · ⊂ X(ψ(2)). (155)

Âëîæåíèå iψ(2) ñîãëàñîâàíî ñî ñòðàòèôèêàöèÿìè (154), (155).
Íàáîð AM̂ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

λ̂ : M̂n−k → X(ψ(2)). Ïîñêîëüêó λ−1(X(n−k)(ψ(1))) = ∅, òî è
λ̂−1(X(n−k)(ψ(2))) = ∅.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L̂1 ⊂ M̂n−k îäíîìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå L̂1 = λ̂−1(X(n−k−1)(ψ(2))). Îãðàíè÷åíèå
êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íàáîðà AM̂ íà ïîäìíîãîîáðàçèå L̂1 ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìíîãîîáðàçèå L̂1 ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì.
Êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ L̂1 èíäåêñèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ
êëåòêàìè ñòàðøåé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Xn−k−1(ψ(2)). Ïðè
ýòîì êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèêñèðîâàííîìó ìóëüòèèíäåêñó,
ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå 2s1 îñíàùåííûõ êðèâûõ
(âîçìîæíî, íåñâÿçíûõ), êîòîðûå äèôôåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé êàê
îñíàùåííûå 1-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíî îñíàùåííîå 2-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå K̃2 ñ îñíàùåííîé
ãðàíèöåé ∂(K̃2) = (L̃1). Îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (K̃2, ΨK), îïðåäåëÿåò
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îáðàçóþùóþ ðó÷êè äëÿ íîðìàëüíîé ïåðåñòðîéêè, ïðè êîòîðîé
êëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè (M̂n−k, ΞM̂ , AM̂) ñîõðàíÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå
íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà ïîëó÷èì äðóãóþ òðîéêó, îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç
(M̂ ′n−k, ΞM̂ ′ , AM̂ ′). Íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AM̂ ′ îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå λ̂′ : M̂ ′n−k → X(ψ(2)) è ïðè ýòîì λ̂′−1(X(n−k−1)(ψ(2))) = ∅.

Ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ýòàïó,
ïðè ïîìîùè 2s2�ëèñòíîãî íàêðûòèÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðà êëàññîâ
êîãîìîëîãèé (κ̂ψ(3)+1, . . . , κ̂ψ(2)). Èçìåíÿåì ïàðàìåòð j îò 2 äî n − k. Íà
j-îì øàãå ïîëó÷àåì òðîéêó (M̃n−k

j , ΞM̃j
, AM̃j

), ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå λ̂j :

M̂n−k
j → X(ψ(j)), ïîñòðîåííîå ïî íàáîðó AM̃j

, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
λ̂−1

j (X(n−k−j+1)(ψ(j))) = ∅, à ìíîãîîáðàçèå λ̂−1
j (X(n−k−j)(ψ(j))) ÿâëÿåòñÿ

îñíàùåííûì j-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå îñíàùåííî îãðàíè÷èâàåò.
Ïåðåõîä ê ïîñëåäóþùåìó ýòàïó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

îñíàùåííîé ïåðåñòðîéêè è ïåðåõîäîì ê 2sj -ëèñòíîìó íàêðûòèþ
îòíîñèòåëüíî êëàññîâ êîãîìîëîãèé (κ̂ψ(j−1)+1, . . . , κψ(j)).

Íà çàêëþ÷èòåëüíîì øàãå êîíñòðóêöèè ïîëó÷èì ýëåìåíò rtot(α)
(ñì. (153)), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé â ãðóïïå Immsf (n − k, k).
Ïðåäëîæåíèå 32 äîêàçàíî.

Îïèøåì ïîëíîå àëãåáðàè÷åñêîå ïðåïÿòñòâèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðåòðàêöèè çàäàííîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà 33. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ
Immsf,κ1,...,κj(n − k, k) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà i, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Jk′

sf (x) ∈ Immsf,κ1,...,κj(n − k′, k′) (â ïðåäïîëîæåíèè
i ≤ n− k′ ≤ n− k ) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ òîãî æå ïîðÿäêà i.

Ñëåäñòâèå 34. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ Immsf ;κ1,...,κj(n −
k, k) ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà q (â
ïðåäïîëîæåíèè 0 ≤ q ≤ n − k) îïðåäåëåíî ýëåìåíòîì Jn−q−1

sf (x) ∈
Immsf ;κ1,...,κj(q + 1, n− q − 1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 33 äîêàæåì åùå îäíó ëåììó.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (Mn−k, ΞM),
ñíàáæåííîå ñåìåéñòâîì AM = (κM , κ1, . . . , κj) êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ,
ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k).
Ïóñòü κ′M : Mn−k → RPn−k−i, i < n − k � ðåòðàêöèÿ ïîðÿäêà (i − 1)
îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà κM ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ
ΞM . Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå Qi ⊂ Mn−k, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå
Qi = κ′−1

M (pt), pt ∈ RPk−i. Ìíîãîîáðàçèå Qi ñíàáæåíî åñòåñòâåííûì
îñíàùåíèåì ΞQ ñ íóëåâûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì, ïîñêîëüêó
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ïîäìíîãîîáðàçèå Qi ⊂ Mn−k ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì
è ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞM |Q ÿâëÿåòñÿ
îñíàùåíèåì. Êðîìå òîãî, îïðåäåëåí íàáîð êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AQ, ïîëó÷åííûé îãðàíè÷åíèåì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íàáîðà AM íà
ïîäìíîãîîáðàçèå Qi ⊂ Mn−k. Êëàññ κQ = κM |Q ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì. Òðîéêà (Qi, ΞQ, AQ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå
îñíàùåííûõ êîáîðäèçìîâ Immfr;κ1,...,κj(i, n − i), êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç y.

Ëåììà 35. Òðîéêà (Mn−k, ΞM , AM), îïðåäåëÿþùàÿ ýëåìåíò x â ãðóïïå
êîáîðäèçìà Immsf,κ1,...,κj(n − k, k) ïðè óñëîâèÿõ, îïèñàííûõ âûøå,
äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà i îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà
κM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò y ∈ Immfr,κ1,...,κj(i, n −
i) ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà δ : Immfr;κ1,...,κj(i, n − i) →
Immsf ;κ1,...,κj(i, n− i).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 35
Â íà÷àëå äîêàæåì ïîëíîòó ïðåïÿòñòâèÿ ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè. Ïî
óñëîâèþ äëÿ ýëåìåíòà y ∈ Immsf ;κ1,...,κj(i, n − i) èìååì δ(y) = 0.
Ðàññìîòðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (P i+1, ΞP ), ∂P i+1 = Qi,
ñíàáæåííîå íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AP , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå
AP |Q ñîâïàäàåò ñ AQ. Ïîñòðîèì ìíîãîîáðàçèå T n−k, îïðåäåëåííîå
â ðåçóëüòàòå ïåðåñòðîéêè ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k ïî ðó÷êå, êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ íèæå. Ðó÷êà îïðåäåëåíà êàê ñôåðè÷åñêàÿ ãðàíèöà
äèñêîâîãî ïîäîñíàùåíèÿ â äèñêîâîì (n − k − i)-ìåðíîì îñíàùåíèè ΞP

íàä ìíîãîîáðàçèåì P i+1. Öåíòðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðó÷êè èìååò
ðàçìåðíîñòü (n− k − i), ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ñàìîé ðó÷êè ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ n− k ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïèøåì ðó÷êó ïîäðîáíåå. Ðàññìîòðèì ïîäðàññëîåíèå â íîðìàëüíîì
(îñíàùåííîì) ðàññëîåíèè íàä P i+1, ïîðîæäåííîå ïåðâûìè (k − i)
âåêòîðàìè îñíàùåíèÿ ΞP â êàæäîì ñëîå è îáîçíà÷èì ÷åðåç UP

ïîäïðîñòðàíñòâî äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ äàííûì
âåêòîðíûì. Ïðîñòðàíñòâî UP ÿâëÿåòñÿ òåëîì ðàññìàòðèâàåìîé ðó÷êè.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè (n−
k) ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì.

Ãðàíèöà ∂UP ñîäåðæèò ïîäìíîãîîáðàçèå Qi × Dn−k−i, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò äèñêîâîå ðàññëîåíèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Qi. Âòîðàÿ
êîïèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Qi × Dn−k−i âëîæåíà â êîìïîíåíòó Mn−k × {1}
ãðàíèöû ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k × I è ïðåäñòàâëÿåò ðåãóëÿðíóþ äèñêîâóþ
îêðåñòíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ Qi × {1} ⊂ Mn−k × {1}. Îïðåäåëèì
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ìíîãîîáðàçèå T n−k ïî ôîðìóëå

T n−k = ∂+((Mn−k × I) ∪Qi×Dn−k−i UP ),

ãäå ÷åðåç ∂+ îáîçíà÷åíà êîìïîíåíòà ãðàíèöû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïåðåñòðîåííîé êîìïîíåíòå Mn−k × {1} ãðàíèöû ∂(Mn−k × I).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñòàíäàðòíîé îïåðàöèè "ñãëàæèâàíèÿ óãëîâ"
ìíîãîîáðàçèå T n−k ñòàíîâèòñÿ ãëàäêèì (çàìêíóòûì). Ýòî ìíîãîîáðàçèå
äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêîå ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞT ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
êëàññîì κT . Îñíàùåíèå ΞT ðàçìåðíîñòè k ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå
ñêëåéêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîøåííûõ îñíàùåíèé ê ðó÷êå è ê
ìíîãîîáðàçèþ ΞM âäîëü îáùåé ÷àñòè Qi. Ìíîãîîáðàçèå T n−k

ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AT = {κT , κ1, . . . , κj} ∈
H1(T n−k;Z/2), êàæäûé êëàññ èç ýòîãî íàáîðà ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå
ñêëåéêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ íà ìíîãîîáðàçèè
Mn−k × I è íà ðó÷êå. Òðîéêà (T n−k, ΞT , AT ) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ
êîáîðäèçìà èñõîäíîãî ýëåìåíòà (Mn−k, ΞM , AM) â ãðóïïå êîáîðäèçìîâ
Immsf ;κ1,...,κj(n− k, k).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå T n−k äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà
i îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κT . Äîêàæåì, ÷òî ýòîò
êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ïðåäñòàâëåí îòîáðàæåíèåì κT : T n−k →
RPn−k−i−1 ⊂ RP∞ (êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå
êàê è ñîîòâåòñòâóþùèé êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ). Âûáåðåì íàòóðàëüíîå
b äîñòàòî÷íî áîëüøèì, è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM : Mn−k → RPb, äëÿ
êîòîðîãî ïîëíûé ïðîîáðàç ïðîåêòèâíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà RPb−n+k+i ⊂
RPb êîðàçìåðíîñòè n− k − i ñîâïàäàåò ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì Qi.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g : P i+1 → RPb−n+k+i, îãðàíè÷åíèå
êîòîðîãî íà ãðàíèöó ∂P i+1 = Qi ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κM |Qi .
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : UP → RPb, êîòîðîå îïðåäåëåíî ïîñðåäñòâîì
"óòîëùåíèÿ"îòîáðàæåíèÿ g ñ P i+1 íà UP , ò.å. ïîñðåäñòâîì ðàñøèðåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ g äî ìîðôèçìà äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ â ðàññëîåíèå
ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ RPb−n+k+i ⊂ RPb. Çàìåòèì,
÷òî îòîáðàæåíèå Mn−k ∪Qi×Dn−k−i UP → RPb êîððåêòíî îïðåäåëåíî,
ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå T n−k ⊂
Mn−k ∪ UP íå ïåðåñåêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå RPb−n−k+i ⊂ RPb. Ïîñêîëüêó
îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå RPb \ RPb−n−k+i ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
ìíîãîîáðàçèþ RPn−k−i−1, òðåáóåìàÿ ðåòðàêöèÿ κT ïîðÿäêà i â çàäàííîì
êëàññå êîãîìîëîãèé ïîñòðîåíà.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî, äîêàæåì, ÷òî åñëè
ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå T n−k äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà
i îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà êîãîìîëîãèé ñêîøåííîãî
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îñíàùåíèÿ, òî îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå (Qi, ΨQ, AQ), îïðåäåëåííîå êàê
ïðîîáðàç òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè ðåòðàêöèè ïîðÿäêà i−1, îãðàíè÷èâàåò
êàê ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå â êîðàçìåðíîñòè (n − i), ò.å.
îïðåäåëÿåò íóëåâîé ýëåìåíò δ(y) â ãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(i, n−
i).

Ïóñòü (W n−k+1, ΞW ) � ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé
∂W n−k+1 = Mn−k ∪ Mn−k

1 , êîòîðîå îïðåäåëÿåò íîðìàëüíûé êîáîðäèçì
ìåæäó ñêîøåííî-îñíàùåííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè Mn−k è Mn−k

1 . Êðîìå
òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn−k

1 äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ
ïîðÿäêà i. Îòîáðàæåíèå ðåòðàêöèè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç κ′M1

: Mn−k
1 →

RPn−k−i−1. Åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî b äîñòàòî÷íî âåëèêî (íàïðèìåð,
b > n − k + 1), òî îòîáðàæåíèå F : W n−k+1 → RPb, äëÿ êîòîðîãî
F |Mn−k = κM , F |M1 = κ′M1

, ò.å. Im(F (Mn−k)) ⊂ RPn−k−i ⊂
RPb, Im(F (Mn−k

1 )) ⊂ RPn−k−i−1 êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Ðàññìîòðèì
ïîäìíîãîîáðàçèå RPb−n−k+i ⊂ RPb, êîòîðîå ïåðåñåêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå
RPn−k−i ⊂ RPb (ïîäìíîãîîáðàçèå RPn−k−i ⊂ RPb ñîäåðæèò îáðàç
ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k ïðè îòîáðàæåíèè κM) ïî òî÷êå pt ∈ RPn−k−i \
RPn−k−i−1 è íå ïåðåñåêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå RPn−k−i−1 ⊂ RPn−k−i

(ïîäìíîãîîáðàçèå RPn−k−i−1 ⊂ RPn−k−i ñîäåðæèò îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ
Mn−k

1 ïðè îòîáðàæåíèè κ′M1
).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P i+1 ïîäìíîãîîáðàçèå F−1(RPb−n+k+i). Ïî
ïîñòðîåíèþ ∂P i+1 = Qi. Îïðåäåëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞP

ðàçìåðíîñòè (n − i) êàê ïðÿìóþ ñóììó îñíàùåíèé ïîäìíîãîîáðàçèÿ
P i+1 ⊂ W n−k+1 è îñíàùåíèÿ ΞW , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
îãðàíè÷åíèÿ îñíàùåíèÿ c W n−k+1 íà ïîäìíîãîîáðàçèå P i+1 ⊂ W n−k+1.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå îñíàùåíèÿ ΞW íà ∂W n−k+1 = Qn−k

ñîâïàäàåò ñ îñíàùåíèåì ΞQ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
ñåìåéñòâà êîöèêëîâ AP = {κP , κ1, . . . , κj}, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå
îãðàíè÷åíèÿ ñåìåéñòâà êîöèêëîâ ñ W n−k+1 íà P i+1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ýëåìåíò y, ïðåäñòàâëåííûé òðîéêîé (Qi, ΞQ, AQ), ëåæèò â ÿäðå
ãîìîìîðôèçìà δ. Ëåììà 35 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 33
Ïî Ëåììå 35, ïðåïÿòñòâèå ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà i â êëàññå êîáîðäèçìà
òðîéêè (Mn−k, ΞM , AM), ïðåäñòàâëÿþùåé çàäàííûé ýëåìåíò x â ãðóïïå
êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k), ñîâïàäàåò (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ðåòðàêöèÿ ïîðÿäêà i − 1 óæå ïîñòðîåíà) ñ ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè
òîãî æå ïîðÿäêà i äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn−k′

1 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
ýëåìåíòà x â ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κj(n − k′, k′) ïðè ãîìîìîðôèçìå Jsf

k′ :
Immsf,κ1,...,κj(n − k, k) → Immsf,κ1,...,κj(n − k′, k′). Ïðè ïîñòðîåíèè
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåòðàêöèé âñå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà áóäåì
ñðàâíèâàòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ Ëåììîé 31, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ðåòðàêöèè ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà äëÿ ýëåìåíòà èç èñõîäíîé
ãðóïïû Immsf ;κ1,...,κj(n − k, k) è äëÿ îáðàçà ýòîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå
Immsf ;κ1,...,κj(n − k′, k′). Íà êàæäîì øàãå êîíñòðóêöèè îáà ïðåïÿòñòâèÿ
ñîâïàäàþò. Ëåììà 33 äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðåòðàêöèè íàì ïîòðåáóåòñÿ
êîíñòðóêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ Ó.Êîøîðêå (ñì.[K]), ïîëíîãî ïðåïÿòñòâèÿ
ê ïîñòðîåíèþ ïîñëîéíîãî ìîíîìîðôèçìà äâóõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α → Qq, β → Qq � ïàðà âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íàä ìíîãîîáðàçèåì Qq (âîîáùå ãîâîðÿ, Qq ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ñ ãðàíèöåé) dim(α) = a, dim(β) = b, dim(Qq) = q, ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî 2(b − a + 1) < q. Ïóñòü u : α → β �
ìîðôèçì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ Qq � ïîäìíîãîîáðàçèå,
îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

Σ = {x ∈ Qq|ker(ux : αx → βx) 6= 0},

ò.å. ïîäìíîãîîáðàçèå òî÷åê áàçû ñ âûðîæäåíèåì ñëîåâ ïðè ìîðôèçìå u.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ ðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, äëÿ
ìîðôèçìà ux îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìû èìååì rk(ux) ≥ a−1. Êîðàçìåðíîñòü
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Σ ⊂ Qq ïðè ýòîì ðàâíà b− a + 1.

Îïèøåì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Σ ⊂ Qq.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ : E(λ) → Σ � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, îïðåäåëåííîå
êàê ïîëå ÿäåð ìîðôèçìà u íàä îñîáûì ïîäìíîãîîáðàçèåì Σ ⊂
Qq. Îïðåäåëåíî, òåì ñàìûì, âêëþ÷åíèå ðàññëîåíèé ε : λ ⊂ α.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λα � ðàññëîåíèå íàä Σ, îïðåäåëåííîå êàê îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå ïîäðàññëîåíèÿ ε(λ) ⊂ α. Åñòåñòâåííûé ìîðôèçì (ïîñëîéíûé
ìîíîìîðôèçì) vx : Λα ⊂ β îïðåäåëåí. Ðàññëîåíèå Λβ îïðåäåëåíî êàê
ðàññëîåíèå, ñëîè êîòîðîãî îðòîãîíàëüíû íàä òî÷êàìè x ∈ Σ â ñëîÿõ βx

ðàññëîåíèÿ β ïîäïðîñòðàíñòâàì vx(Λαx). Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(Σ) ê
ïîäìíîãîîáðàçèþ Σ ⊂ Q îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå

ν(Σ) = λ⊗ Λβ. (156)

Â ðàáîòå [K2] (â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ ññûëêà íà áîëåå ðàííèå
ðàáîòû òîãî æå àâòîðà) îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà êîáîðäèçìà âëîæåííûõ
ìíîãîîáðàçèé êîðàçìåðíîñòè b − a + 1, ïðè÷åì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû êîáîðäèçìà,
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îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (156). Óêàçàííàÿ ñòðóêòóðà íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîáîðäèçìå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîðôèçìà
u : α → β îáùåãî ïîëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëü, çàäàþùèé
ýëåìåíò â îïèñàííîé ãðóïïå êîáîðäèçìà, êîòîðûé ñëóæèò ïîëíûì
ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëîéíîãî ìîíîìîðôèçìà óêàçàííûõ
ðàññëîåíèé.

Åñëè Qq � ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé, ïðè÷åì ìîðôèçì ðàññëîåíèé,
çàäàííûõ íà âñåì Qq, îïðåäåëåí íàä ãðàíèöåé ∂Q, òî ìíîãîîáðàçèå S∂

êðèòè÷åñêèõ ñëîåâ íàä ãðàíèöåé ñëóæèò ãðàíèöåé ïîäìíîãîîáðàçèÿ Σ ⊂
Qq, ∂Σ = Σ∂ c íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì, îïðåäåëåííûì ïî àíàëîãè÷íîé
ôîðìóëå.

Ïóñòü ν → RP2k−1 � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàçìåðíîñòè (n + 1 − 2k),
2k < n + 2 íàä âåùåñòâåííûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, èçîìîðôíîå
ñóììå Óèòíè (n + 1 − 2k) ýêçåìïëÿðîâ ëèíåéíîãî íåòðèâèàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ κRP íàä RP2k−1. Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå ν × κ ÷åðåç ν̄.
Îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ π : ν̄ → ν c ÿäðîì κ. Çàìåòèì,
÷òî ðàññëîåíèå ν̄ → RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê
ìíîãîîáðàçèþ RP2k−1 ðàçìåðíîñòè (n − 2k + 2). Ïî òåîðåìå Êîýíà [C]
ñòàíäàðòíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP2k−1 ïîãðóæàåòñÿ â åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2k+1 − 2− k.

Çàìå÷àíèå
×òîáû îñëàáèòü ðàçìåðíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ â ðàìêàõ äàííîãî
äîêàçàòåëüñòâà, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ñèëüíûì ðåçóëüòàòîì î
òîì, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP2b(k)−1 ïîãðóæàåòñÿ â R2b(k)−1−4k,
ãäå b(k)� ÷èñëî Ðàäîíà-Ãóðâèöà, ðàâíîå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè ÷èñëà
2, ïðè÷åì b(k) < 2k. Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ
ñåìåéñòâà (n + 3− 2k+1 + k) íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ν̄.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà (n + 3− 2k + k) ñå÷åíèé
(îñîáåííîñòè ñåìåéñòâà ñå÷åíèé äîïóñêàþòñÿ) ðàññëîåíèÿ ν.

Îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ν

Âûáåðåì íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ̄ = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}, s = (n+3−
2k+1+k) ðàññëîåíèÿ ν̄. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñå÷åíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ
Ψ = {ψ1, . . . , ψs}, êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïðîåêöèè ñåìåéñòâà Ψ̄
ïðè π : ν̄ → ν. Ñåìåéñòâî Ψ íàçîâåì ñòàíäàðòíûì.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ⊂ RP2k−1 ïîäìíîãîîáðàçèå òî÷åê áàçû, äëÿ
êîòîðûõ ñòàíäàðòíîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé èìååò îñîáåííîñòè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç νΣ íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ.

Ëåììà 36. Ìíîãîîáðàçèå Σ ⊂ RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì, ïðè÷åì åãî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νΣ ñíàáæåíî
ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞΣ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κΣ

êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà
κ ∈ H1(RP2k−1;Z/2) íà ïîäìíîãîîáðàçèå Σ, κΣ = κ|

Σ⊂RP2k−1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 36
Âû÷èñëèì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νΣ ïî òåîðåìå Êîðøîðêå. Áîëåå òîãî,
îïðåäåëèì ñêîøåííîå îñíàùåíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Ïóñòü λ ⊂ Ψ̄ �
ðàññëîåíèå ÿäåð ñåìåéñòâà ñå÷åíèé íàä îñîáûì ïîäìíîãîîáðàçèåì Σ.
Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì, λ = κΣ. Ðàññëîåíèå
Ψ̄/λ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê λ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññëîåíèå ν|Σ ñàìî
îáðàùàåò ðàññëîåíèå κΣ. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê
Ψ̄/λ|Σ â ðàññëîåíèè ν ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ðàçìåðíîñòè
(2k − k − 1). Ïî òåîðåìå Êîøîðêå ðàññëîåíèå νΣ åñòåñòâåííî èçîìîðôíî
ðàññëîåíèþ (2k−k−1)ε⊗κ = (2k−k−1)κ. Ýòîò èçîìîðôèçì îïðåäåëÿåò
ñêîøåííîå îñíàùåíèå ðàññëîåíèÿ νΣ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κΣ.
Ëåììà 36 äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü ìíîãîîáðàçèå Mm èìååò ðàçìåðíîñòü dim(M) = m =
2k − 2 è ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè n − dim(M),
ãäå n = −2(mod2k). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κM : Mm → RP2k−1,
çàäàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì îñíàùåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mm.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Mm ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AM = {κM , κ1, . . . , κj}, ïðè ýòîì îïðåäåëåí ýëåìåíò α ∈ Immsf,κ1,...,κj(2k−
2, n− 2k + 2).

Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå ν̄ → RP2k−1, ν̄ = (n− 2k + 2)κRP ðàçìåðíîñòè
dim(ν̄) = n − 2k + 2. Çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νM

òîé æå ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíî îáðàòíîìó îáðàçó ðàññëîåíèÿ ν̄ ïðè
îòîáðàæåíèè κM : Mm → RP2k−1, νM = κ∗M(ν̄). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
cM : Mm → RP2k−1 × ∏j

i=1RP∞, îïðåäåëåííîå ïî íàáîðó êëàññîâ
êîãîìîëîãèé AM . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè π : RP2k−1 ×∏j

i=1RP∞ → RP2k−1 íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Êîìïîçèöèÿ π ◦ l :

Mm → RP2k−1, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì κM . Îïðåäåëèì
ïîäðàññëîåíèå φM ⊂ νM êîðàçìåðíîñòè 1 (ò.å. ðàçìåðíîñòè n + 1 − 2k)
òàêîå, ÷òî φM = κ∗M(ν).
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Èíäóöèðóåì íàáîð ñå÷åíèé ΞM = {ξ1, . . . , ξs}, s = n + 3 −
2k+1 + k ðàññëîåíèÿ φM èç ñòàíäàðòíîãî íàáîðà ñå÷åíèé Ψ =
{ψ1, . . . ψs} ðàññëîåíèÿ ν îòîáðàæåíèåì κM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk−1 ⊂
Mm ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè (k − 1) îñîáûõ ñåìåéñòâ ñå÷åíèé.
Ìíîãîîáðàçèå Nk−1 ñíàáæåíî íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AN ,
ïîëó÷åííûé îãðàíè÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ íàáîðà AM íà ýòî
ïîäìíîãîîáðàçèå. Ïðè ýòîì êëàññ κM |N îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç κN .

Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νN èçîìîðôíî ñóììå Óèòíè νN = νM |N ×
νN⊂M , ãäå νM�íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Mm, νN⊂M �
íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nk−1 âíóòðè Mm ñíàáæåíî
ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κN . Çàìåòèì,
÷òî ðàññëîåíèå νM |N òàêæå ñíàáæåíî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ñ òåì æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì, ÷òî äîñòàâëÿåò ñêîøåííîå îñíàùåíèå ΞN

ìíîãîîáðàçèÿ Nk−1 â êîðàçìåðíîñòè (n− k + 1).

Ëåììà 37. Òðîéêà (Nk−1, ΞN , AN) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò xk−1 ∈
Immsf,κ1,...,κj(k−1, n−k +1), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðåïÿòñòâèåì
ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 1) äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà x ∈
Immsf,κ1,...,κj(2k − 2, n− 2k + 2).

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 37
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Σk ⊂ RP2k−1 îñîáûõ ñå÷åíèé ñåìåéñòâà
Ψ, êîòîðîå íèæå áóäåò ïåðåîáîçíà÷åíî ÷åðåç Σk

0. Ýòî ìíîãîîáðàçèå
ñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ñòðàòèôèêàöèåé (ôèëüòðàöèåé):

∅ ⊂ Σ0
k ⊂ · · · ⊂ Σk−1

1 ⊂ Σk
0 ⊂ RP2k−1. (157)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ìíîãîîáðàçèå
â ôèëüòðàöèè (157) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ïîäìíîãîîáðàçèå Σi, dim(Σi) =
k − i ýòîé ôèëüòðàöèè îïðåäåëåí êàê îñîáîå ïîäìíîãîîáðàçèå
ïîäñåìåéñòâà ñå÷åíèé, ñîñòîÿùåãî èç ïåðâûõ (s − i)-ñå÷åíèé. Èç
ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé âûòåêàåò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [Σi]
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà ôèëüòðàöèè ïðåäñòàâëåí îáðàçóþùåé â
Hk−i(RP2k−1;Z/2). Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óêàçàííûé
öèêë äâîéñòâåíåí õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êëàññó wn+1−2k−k+i((n + 1 −
2k)κRP2k−1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå κM : Mm → RP2k−1 ÿâëÿåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíûì âäîëü ïîñòðîåííîé ñòðàòèôèêàöèè â îáðàçå è ïðîîáðàç
ñòðàòèôèêàöèè (157) ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

N0
k−1 ⊂ N1

k−2 ⊂ · · · ⊂ Nk−1
0 ⊂ Mm, (158)
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ïðè÷åì ñòàðøåå ìíîãîîáðàçèå ôèëüòðàöèè Nk−1
0 ñîâïàäàåò ñ

ìíîãîîáðàçèåì Nk−1, êîòîðîå áûëî ïîñòðîåíî ðàíåå.
Ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó i, i = 0, . . . , k − 1.

Ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå i = 0 ýëåìåíòàðíû. ×åòíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
Mm ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé êëàññ
ãîìîëîãèé â RP2k−1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàç îòîáðàæåíèÿ κM : Mm → RP2k−1 óæå ëåæèò
â ñòàíäàðòíîì ïðîåêòèâíîì ïîäïðîñòðàíñòâå RP2k−2−i ⊂ RP2k−1. Òîãäà
N i−1

k−i = ∅. Çàìåòèì, ÷òî ñòðàò Σi
k−i ìîæíî âûáðàòü â êëàññå èçîòîïèè òàê,

÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ Σi
k−i∩RP2k−1−i ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé

òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññîâ
ïîäìíîãîîáðàçèé RP2k−1−i, Σi

k−i â ìíîãîîáðàçèè RP2k−1 íå÷åòåí è ìîæåò
ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ïðèåì Óèòíè,
ìîæíî âûáðàòü Σi

k−i â êëàññå èçîòîïèè òàê, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè óêàçàííûå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó ìíîæåñòâó
òî÷åê, ò.å. òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âñåãî îäíà.

Îñíàùåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå N i
k−i−1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

ïðîîáðàçîì òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè â îñòîâ RP2k−2−i è ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò xi èç ãðóïïû êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(i, n − i). Òîãäà ïî
Ëåììå 32, ïîñêîëüêó xi = 0, (÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ
xk−1 = 0), ñóùåñòâóåò íîðìàëüíûé êîáîðäèçì îòîáðàæåíèÿ cM òàêîé,
÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå (êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
c′M), äëÿ êîòîðîãî îáðàç π ◦ c′M ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå RP2k−2−i.
Äàëåå ïåðåõîäèì îò i ê (i + 1) è ïîâòîðÿåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.
Â ïðåäïîëîæåíèè ðàâåíñòâà xk−1 = 0 â êëàññå êîáîðäèçìà ìîæíî
ïîñòðîèòü ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà (k − 1). Ëåììà 37 äîêàçàíà.

Îñíîâíûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ðåòðàêöèè ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 38. Ïóñòü n = −2(mod(2k)), n > 2k è ïóñòü äëÿ
çàäàííîãî ýëåìåíòà x ∈ Immsf ;κ1,...,κj(2k−2, n−2k +2) ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðåïÿòñòâèå xk−1 ∈ Immsf ;κ1,...,κj(k − 1, n − k + 1) ê ïîñòðîåíèþ
ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 2) â êëàññå êîáîðäèçìà x. Òîãäà ýëåìåíò xk−1

ëåæèò â îáðàçå ãîìîìîðôèçìà òðàíñôåðà, ò.å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
yk−1 ∈ Immsf,κ1,...,κj+1(k − 1, n− k + 1), äëÿ êîòîðîãî rj+1(yk−1) = xk−1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 38
Ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νM = (n−2k +2)κM ê ìíîãîîáðàçèþ
Mm, dim(Mm) = m = 2k−2 è ïîäðàññëîåíèå φM ⊂ νM , φ = (n−2k +1)κM
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êîðàçìåðíîñòè 1, êîòîðîå îðòîãîíàëüíî ëèíåéíîìó ïîäðàññëîåíèþ κM ⊂
νM . Ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {ξ1, . . . , ξs}, s = n +
3 + k − 2k+1, ðàññëîåíèÿ φ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññëîåíèå φM ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê
ìíîãîîáðàçèþ (ñ êðàåì), êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ D(κM). Ïîñêîëüêó dim(D(κM)) = 2k − 1, α(2k −
1) = k, ïî òåîðåìå Êîýíà [C] ìíîãîîáðàçèå D(κM) ïîãðóæàåòñÿ â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2k+1−2−k (ýòî óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàíî
êàê Ãèïîòåçà 39 è ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòîé ãèïîòåçû
ïðèâîäèòñÿ â Ñëåäñòâèè 40). Â ÷àñòíîñòè, ðàññëîåíèå φM äîïóñêàåò
ñåìåéñòâî s íåâûðîæäåííûõ ñå÷åíèé. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ìíîãîîáðàçèå M2k−2 âûáðàíî â êëàññå
íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà.

Ðàññìîòðèì, êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ = {ψ1, . . . , ψs}, êîòîðîå
èíäóöèðîâàíî èç ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ (n + 1 −
2k)κRP2k−1 ïðè îòîáðàæåíèè κM . Îïðåäåëåíî ïîäíÿòèå ñåìåéñòâà Ψ â
íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé Ψ̄ = {ψ̄1, . . . , ψ̄s} ðàññëîåíèÿ νM .
Ñåìåéñòâî Ψ̄ ïðîåêòèðóåòñÿ ñåìåéñòâî Ψ ïðè ïðîåêöèè νM → φM âäîëü
ïîäðàññëîåíèÿ κM . Ïîäíÿòèå íåâûðîæäåííîãî ñåìåéñòâà {ξ1, . . . , ξs}
â íåâûðîæäåííîå ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ νM îáîçíà÷èì ÷åðåç
{ξ̄1, . . . , ξ̄s}.

Ðàññìîòðèì, êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî ñå÷åíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ
X̄ = {χ̄1, . . . χ̄s} íà ìíîãîîáðàçèè M2k−1 × I ðàññëîåíèÿ ν(M2k−1) × I,
êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì {ψ̄1, . . . , ψ̄s} íà êîìïîíåíòå ãðàíèöû
M2k−1 × {1} è ñ ñåìåéñòâîì ñå÷åíèé {ξ̄1, . . . , ξ̄s} íà êîìïîíåíòå M2k−1 ×
{0} ãðàíèöû. Ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {χ̄1, . . . , χ̄s} èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ,
îñîáåííîñòè. Ïîäìíîãîîáðàçèå îñîáûõ ñå÷åíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç V k−1 ⊂
Mm × I. Ýòî çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k − 1. Àíàëîãè÷íî
ââåäåì îáîçíà÷åíèå {χ1, . . . , χs} äëÿ ïðîåêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî
ñåìåéñòâà ñå÷åíèé â ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ φM × I (îáîçíà÷èì
ýòî ðàññëîåíèå ÷åðåç φM×I). Ñåìåéñòâî ñå÷åíèé {χ1, . . . , χs} òàêæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ çàäàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëåííûìè
ïðîåêöèÿìè ñåìåéñòâ {ψ̄1, . . . , ψ̄s}, {ξ̄1, . . . , ξ̄s}.

Ïóñòü Kk ⊂ Mm × I, m = 2k − 2 � ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
k, îïðåäåëåííîå êàê ïîäìíîãîîáðàçèå îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà ñå÷åíèé
{χ1 . . . , χs}. Ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå èìååò êîìïîíåíòó ãðàíèöû Kk∩(Mm×
{1}), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk−1 ⊂ Mm × {1}. Ñîãëàñíî Ëåììå
33, òðîéêà (Nk−1, ΞN , AN), ãäå ΞN � ñêîøåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Nk−1, îïðåäåëåííîå ïî òåîðåìå Êîøîðêå,
è ñåìåéñòâî êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ AN = AM |Nk−1 , ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò xk−1 â ãðóïïå Immκ1,...,κj ;sf (k− 1, n− k +1), êîòîðûé îïðåäåëÿåò
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ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 1) â êëàññå
êîáîðäèçìà x = [(Mm, ΞM , κM)]. Ðàññìîòðèì ïîäíÿòèå ñåìåéñòâà
ñå÷åíèé {χ1 . . . , χs} ðàññëîåíèÿ φM×I äî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé {χ̄1 . . . χ̄s}
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàññëîåíèÿ (n + 2 − 2k)κM×I . Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

χ̄l|Mm×{0} = ξ̄l, χ̄l|Mm×{1} = ψ̄l, l = 1, . . . , s. (159)
Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíî âêëþ÷åíèå V k−1 ⊂ Kk ïîäìíîãîîáðàçèé
êîðàçìåðíîñòè 1, ïîñêîëüêó íàä V k−1 ñåìåéñòâî ñå÷åíèé X̄ = {χ̄1 . . . χ̄s}
âûðîæäàåòñÿ. Ïîäìíîãîîáðàçèå V k−1 çàìêíóòî, ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå
∂(Mm × I) ñåìåéñòâî ñå÷åíèé X̄ íå èìååò îñîáåííîñòåé. Ïðèìåíèì
ôîðìóëó (156) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàáèëüíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê
ïîäìíîãîîáðàçèþ Kk è ê ïîäìíîãîîáðàçèþ V k−1 ⊂ Kk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
λ̄ � ëèíåéíîå ðàññëîåíèÿ ÿäåð ñåìåéñòâà ñå÷åíèé X̄ íàä V k−1.

Äîêàæåì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂
Mm × I â îáúåìëþùåì ìíîãîîáðàçèè èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ ε × (m −
k + 1)λ. Äåéñòâèòåëüíî, îãðàíè÷åíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(Mm)|V
èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ (n + 2 − 2k)κM×I , è, êðîìå òîãî, èçîìîðôíî
òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ (n+2−2k)ε, ïðè÷åì èçîìîðôèçì âûáèðàåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì (íå çàâèñÿùèì íè îò Mm íè îò V k−1). Ðàññëîåíèå Λ̄,
äîïîëíèòåëüíîå ê ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ λ̄ â òðèâèàëüíîì ðàññëîåíèè
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ ñå÷åíèé, ïðåäñòàâëÿåò ðàññëîåíèå −λ̄,
îáðàòíîå ê ðàññëîåíèþ λ. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ê îáðàçó ýòîãî ðàññëîåíèÿ â ðàññëîåíèè νM |V èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ
λ̄×(2k−k−1)ε. Èñêîìîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂
M2k−2×I (òåì ñàìûì, è ñòàáèëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ
V k−1) èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ λ̄⊗ (λ̄× (2k − k − 1)ε) = ε× (2k − k − 1)λ̄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç UV ⊂ Kk�ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ
V k−1 ⊂ Kk. Ïîëå ÿäåð ñåìåéñòâà {χ1, . . . , χs}, îãðàíè÷åííîå íà
V k−1, (à, ñëåäîâàòåëüíî, è íà UV ) çàäàíî ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì λ,
îãðàíè÷åííûì ñ Kk íà V k−1, (íà UV ) è ýòî ðàññëîåíèå îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç λ̄. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèå êàæäîãî èç ðàññëîåíèé
(2k−1)λ̄, (2k−1)κM íà ïîäìíîãîîáðàçèå V k−1 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî
òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ðàññëîåíèþ
ñå÷åíèé â ðàññëîåíèè φ × I|V k−1 èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ λ̄ × (2k−1 −
k)ε× (2k−1− 1)κM . Ïðè ýòîì ïî àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèÿì, íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ Kk ⊂ M2k−2 × I (âíóòðè îáúåìëþùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ) èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ ε×(2k−1−1−k)λ̄×(2k−1−1)κM⊗λ.
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñòàáèëüíûé êëàññ èçîìîðôèçìà ðàññìàòðèâàåìîãî
ðàññëîåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (−1− k)λ̄− (κM ⊗ λ̄).
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ëèíåéíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 ⊂ Kk, ñîâïàäàþùåå ñ ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì
ïîäìíîãîîáðàçèÿ V k−1 â ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè UV , èçîìîðôíî
ðàññëîåíèþ λ̄ ⊗ κM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk−1 � ãðàíèöó ðåãóëÿðíîé
îêðåñòíîñòè UV , ò.å. Qk−1 = ∂UV . Ìíîãîîáðàçèå Kk \ UV èìååò
êîìïîíåíòû ãðàíèöû ∂(Kk \ UV ) = Qk−1 ∪ Kk−1 è ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-
îñíàùåííûì â êîðàçìåðíîñòè n − k ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
îñíàùåíèÿ κM×I |K\UV

. Äåéñòâèòåëüíî, íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ýòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ áûëî îïèñàíî âûøå, à ïîëíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ïîëó÷àåòñÿ èç íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ðåçóëüòàòå
ñóììû Óèòíè ñ òðèâèàëüíûì (n + 2− 2k)�ìåðíûì ðàññëîåíèåì, êîòîðîå
êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ (n + 2− 2k)κM×I .

Òðîéêà (Nk−1, ΞN , AN) (Qk−1, ΞQ, AQ)), ñîñòîÿùàÿ èç ìíîãîîáðàçèÿ
Nk−1 (Qk−1) âìåñòå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΞK (ΞQ) è ñåìåéñòâîì
AK (AQ) êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ, êîòîðîå îïðåäåëåíî êàê îãðàíè÷åíèå
ñåìåéñòâà AM×I = {κ1, . . . , κj} íà ðàññìàòðèâàåìîå ïîäìíîãîîáðàçèå c
îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M2k−2 × I, îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ýëåìåíòû â ãðóïïå êîáîðäèçìà Immsf ;κ1,...,κj(k − 1, n − k + 1). Äëÿ
êðàòêîñòè ýòè ýëåìåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [K], [Q], íå óêàçûâàÿ
äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ è íàáîðà êëàññîâ
êîãîìîëîãèé.

Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì ìíîãîîáðàçèå Kk \ UV , ñíàáæåííî
íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ {κ1|N\UV

, . . . , κj|N\UV
} è ñêîøåííûì

îñíàùåíèåì â êîðàçìåðíîñòè (n− k + 1) c õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
κMm×I |Kk\UV

, îïðåäåëÿåò ñêîøåííî-îñíàùåííûé êîáîðäèçì ìåæäó [K]
è [Q]. Ïî ïîñòðîåíèþ [K] = αk−1 ïðåäñòàâëÿåò ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå
ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (k − 1) èñõîäíîãî ýëåìåíòà (M2k−2, ΞM , AM)
îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà κM . Ýëåìåíò [Q] ïîëó÷åí â
ðåçóëüòàòå ãîìîìîðôèçìà òðàíñôåðà èç íåêîòîðîãî ýëåìåíòà βk−1 ∈
Immsf ;κ1,...,κj ,κj+1(k − 1, n − k + 1). Ýëåìåíò yk−1 çàäàí ñêîøåííî-
îñíàùåííûì ìíîãîîáðàçèåì V k−1 è íàáîðîì êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ
AV , êîòîðûé èíäóöèðîâàí îãðàíè÷åíèåì íàáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ
êëàññîâ ñ M2k−2×I. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Qk−1 ñëóæèò äâóëèñòíûì
íàêðûâàþùèì íàä V k−1. Ïðè ýòîì êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ κj+1 ∈
H1(V k−1;Z/2), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî áåðåòñÿ òðàíñôåð, ñîâïàäàåò
ñ κM×I |V . Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κQ ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞQ

ìíîãîîáðàçèÿ Qk−1 ïîëó÷åí ïðè òðàíñôåðå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà
λ̄ = κV ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞV . (Çàìåòèì, ÷òî ýòîò æå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κQ èíäóöèðóåòñÿ èç êëàññà êîãîìîëîãèé
κj+1 = κM |V ïðè íàêðûòèè Qk−1 → V k−1.) Ïðåäëîæåíèå 38 äîêàçàíî.

78



Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 29 î ðåòðàêöèè
Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ψ, îïðåäåëåííîå â Ïðåäëîæåíèè 32
äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåòðàêöèè ðàâíîãî d − 1. Òîãäà ãîìîìîðôèçì
(153) ïîëíîãî òðàíñôåðà íà ãðóïïå Immsf ;κ1,...,κψ(d − 1, n − d +
1) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî l(d) =
exp2(exp2 . . . exp2(d) · · · + 1), ãäå ÷èñëî èòåðàöèé ôóíêöèè exp2(x + 1) =
2x+1 ðàâíî ψ, à íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x = d− 1.

Ïóñòü l′� ïðîèçâîëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè, íå ìåíüøàÿ, ÷åì l(d).
Îïðåäåëèì n = l′ − 2. Äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû
Immsf (n− 1, 1) äîïóñêàåò ðåòðàêöèþ ïîðÿäêà d.

Ïîëîæèì n0 = l(d) − 2, ïî ïðåäïîëîæåíèþ n0 ≤ n. Îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ψ ÷èñåë: 2n1 = log(n0 + 2) − 2, 2n2 = log2(n1 +
2) − 2, . . . , 2nψ = log2(nψ−1 + 2) − 2. Âñå óêàçàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ
íàòóðàëüíûìè, ïðè ýòîì nψ = d− 1.

Ïóñòü x ∈ Immsf (n−k, k)� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, xd−1 ∈ Immsf (d−
1, n − d + 1)�ïîëíîå ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ðåòðàêöèè ïîðÿäêà
d − 1 äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà x. Ðàññìîòðèì îáðàç ýòîãî ýëåìåíòà
xn0 ∈ Immsf (n0, n− n0). Çàìåòèì, ÷òî ïðåïÿòñòâèå xd−1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (d− 1) ýëåìåíòà xn0 .

Ðàññìîòðèì ïðåïÿòñòâèå xn1 ∈ Immsf (n1, n − n1) ê ïîñòðîåíèþ
ðåòðàêöèè ïîðÿäêà n1 äëÿ αn0 . Ïî Ïðåäëîæåíèþ 34, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
yn1 ∈ Immsf ;κ1(n1, n − n1), ïðåäñòàâëåííûé ñêîøåííî-îñíàùåííûì
ìíîãîîáðàçèåì Xn1

1 ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κX
n1
1
∈ H1(Xn1

1 ;Z/2)
ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ, êîòîðûé ïåðåõîäèò ïðè òðàíñôåðå îòíîñèòåëüíî
êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà κ1 = κN |X1 â ýëåìåíò xn1 .

Ðàññìîòðèì ïðåïÿòñòâèå yn2 ∈ Immsf ;κ1(n2, n − n2) ê ðåòðàêöèè
ïîðÿäêà n2 äëÿ ýëåìåíòà yn1 . Ñíîâà ïî Ïðåäëîæåíèþ 34, ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò zn2 ∈ Immsf ;κ1,κ2(n2, n − n2) òàêîé, ÷òî ýëåìåíò r2(zn2)
ïðåïÿòñòâóåò ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà n2 äëÿ ýëåìåíòà yn1 . Ýëåìåíò
rtot(zn2) = r1 ◦r2(zn2) = Jsf

n2
(xn0) = xn2 ñëóæèò ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè

ïîðÿäêà (n2) äëÿ ýëåìåíòà xn1 . Ýòîò æå ýëåìåíò xn2 ñëóæèò ïîëíûì
ïðåïÿòñòâèåì ê ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (n2) äëÿ èñõîäíîãî ýëåìåíòà x.

Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ
ðåòðàêöèè ïîðÿäêà (d − 1) äëÿ ýëåìåíòà x ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ ïîëíîãî ψ-êðàòíîãî òðàíñôåðà ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó
ε ∈ Immsf ;κ1,...,κψ(d − 1, n − d + 1). Ïî Ïðåäëîæåíèþ 32 rtot(ε) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, xd−1 = 0. Òåîðåìà 29 î ðåòðàêöèè äîêàçàíà.
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Äîáàâëåíèå
Îáîçíà÷èì ÷åðåç b = b(k)� ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü äâîéêè, êðàòíóþ
ñòåïåíè 2k. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîãàåòñÿ, ÷òî n + 2 ≥ 2b(k). Îáîçíà÷èì
íàòóðàëüíîå ÷èñëî (n− 2b(k) + k + 3) ÷åðåç s.

Ãèïîòåçà 39. Ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà α ∈ Immsf,κ1,...,κj(b(k) −
1, n − b(k) + 1), ïðåäñòàâëåí ìíîãîîáðàçèåì M b(k)−1 ñî ñêîøåííûì
îñíàùåíèåì ΞM è íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ κM ∈
H1(M b(k)−1;Z/2), κi ∈ H1(M b(k)−1;Z/2), i = 1, . . . , j òàêèì,
÷òî ìíîãîîáðàçèå M b(k)−1 ïîãðóæàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî R2b(k)−2−k.
Ýêâèâàëåíòíî, íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî {ξ1, . . . , ξs} ñå÷åíèé íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ν(M) = (n− b(k) + 1)κM , êîòîðîå íå èìååò âûðîæäåíèé.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 38 ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì
ñëåäñòâèåì Ãèïîòåçû 39.

Ñëåäñòâèå 40. Ïðîèçâîëüíûé êëàññ êîáîðäèçìà α ∈ Immsf ;κ1,...,κj(b(k)−
1, n − b(k) + 1), ïðåäñòàâëåí ìíîãîîáðàçèåì M b(k)−1 ñî ñêîøåííûì
îñíàùåíèåì ΞM è íàáîðîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ κM ∈
H1(M b(k)−1;Z/2), κi ∈ H1(M b(k)−1;Z/2), i = 1, . . . , j. Ïðè ýòîì íàéäåòñÿ
ñåìåéñòâî {ξ1, . . . , ξs} ñå÷åíèé íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(M) = (n −
b(k) + 1)κM , êîòîðîå íå èìååò âûðîæäåíèé íàä ïîäìíîãîîáðàçèåì
N b(k)−2 ⊂ M b(k)−1, ïðåäñòàâëÿþùèì ýéëåðîâ êëàññ ðàññëîåíèÿ κM .

Ìû äîêàæåì Ñëåäñòâèå 40 â ïðåäïîëîæåíèè j = 0. Ïðè ýòîì ìû
âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [A-E], ñîãëàñíî êîòîðîìó
åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì Immfr(k, 1) → Immsf (k, b(k) − 1) ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì (ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [A-E] äàæå ïðè áîëåå ñëàáûõ
ðàçìåðíîñòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ).

Çàìå÷àíèå
Ãèïîòåçà 39 (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòà Êîýíà
[C], ñîãëàñíî êîòîðîìó ìíîãîîáðàçèå M b(k)−1 äîïóñêàåò ïîãðóæåíèå â
ïðîñòðàíñòâî R2b(k)−k−2. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïîãðóæåíèÿ âûòåêàåò,
÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(M) ðàçìåðíîñòè dim(ν) = n + 1 − b(k)
èìååò, ïî ìåíüøåé ìåðå, (n− 2b(k) + k + 3) íåâûðîæäííûõ ñå÷åíèÿ. Íàä
ïîäìíîãîîáðàçèåì N b(k)−2 ⊂ M b(k)−1 ýòî ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ïîäàâíî íå
âûðîæäàåòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 40 ïðè j = 0

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå î ïîãðóæàåìîñòè ñòàíäàðòíîãî
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RPb(k)−1 â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2b(k)−k−2.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè dim(M) = b(k)−1 ÷åðåç m. Òîãäà dim(N) =
m− 1. Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå νM |Nm−1 ÷åðåç νN , íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
ê ìíîãîîáðàçèþ Nm−1 ÷åðåç νN , ðàññëîåíèå κM |N ÷åðåç κN . Çàìåòèì,
÷òî (n − b(k) + 2)κN = νN è ÷òî νN × κN = ν̄N . Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ
π : ν̄N → νN ðàññëîåíèé ñ ÿäðîì κN .

Çàìåòèì, ÷òî ðàññëîåíèå (n − b(k) + 2)κRPm ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì
ðàññëîåíèåì ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ T (RPm) = b(k)κRPm è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ê RPm ðàçìåðíîñòè
(n − b(k) + 2). Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííîå (ñòàíäàðòíîå) s�ñåìåéñòâî
ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ (n − b(k) + 2)κRPm . Ýòî ñåìåéñòâî îïðåäåëåíî,
ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå RPm ïîãðóæàåòñÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
R2b(k)−k−2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå κN : Nm−1 → RPm è èíäóöèðóåì
ýòèì îòîáðàæåíèåì íåâûðîæäåííîå s�ñåìåéñòâî îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ν̄N è ñåìåéñòâî ïðîåêöèé ýòîãî ñåìåéñòâà, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ñå÷åíèé (âîîáùå ãîâîðÿ, âûðîæäåííûõ) ðàññëîåíèÿ
νN :

{ψ̄1, . . . , ψ̄s}, {ψ1, . . . , ψs}Nm−1×{0}. (160)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, â êëàññå íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà
ìíîãîîáðàçèÿ Nm−1 âûáåðåì ïðåäñòàâèòåëü, èìåþùèé ãîìîòîïè÷åñêèé
k-òèï ïðîñòðàíñòâà RP∞, èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèè κN .

Áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè c ïàðàìåòðîì i = 0, . . . , k. Ïóñòü
ïîñòðîåíà ãîìîòîïèÿ

{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×[0,i], {χ1, . . . , χs}Nm−1×[0,i], (161)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×{0} = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{0}, (162)

{χ̄1, . . . , χ̄s}Nm−1×{i} = {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{i}. (163)

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû íèæåñëåäóþùèå óñëîâèÿ 1-3.
�1. Ïîäñåìåéñòâî {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i+1}Nm−1×{i} ñåìåéñòâà (163) ÿâëÿåòñÿ

íåâûðîæäåííûì.
�2. Â ñåìåéñòâå ïðîåêöèé {ψ1, . . . , ψs}Nm−1×{i} ñåìåéñòâà ñå÷åíèé (163)

ïîäñåìåéñòâî {ψ1, . . . , ψs−k+i}Nm−1×{i} ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.
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�3. Ãîìîòîïèÿ (161) èìååò, áûòü ìîæåò, âûðîæäåíèå ñ òðèâèàëüíûì
ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì ÿäåð.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Li ⊂ Nm−1 × {i} � i-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå áàçû,
íàä êîòîðûìè ïîäñåìåéñòâî {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+1+i}Nm−1×{i} ïåðåñåêàåòñÿ
ñ ïîäðàññëîåíèåì κN (ò.å. ñåìåéñòâî ïðîåêöèé {ξ1, . . . , ξs−k+1+i}
âûðîæäàåòñÿ).

Áàçîâûé øàã èíäóêöèè
Ïðè i = 0 ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L0 ïðåäñòàâëÿåò
ãîìîëîãè÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññ â ãðóïïå H0(N

m−1;Z/2).
Ýòîò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ äâîéñòâåíåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå
êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàññó wb(k)−2((n − b(k) + 1)κN = w1(κN)b(k)−2 ∈
Hb(k)−2)(Nm−1;Z/2) è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
÷èñëîì

〈wm−1)
1 (κN); [Nm−1]〉 = 〈wm

1 (κM); [Mm]〉.
Óêàçàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó
ìíîãîîáðàçèå N b(k)−2 îðèåíòèðîâàííî è èìååò 1-ãîìîòîïè÷åñêèé
òèï RPm. Òåì ñàìûì, ïðè i = 0 â êëàññå èçîòîïèè íåâûðîæäåííîãî
ñåìåéñòâà ñå÷åíèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s}Nm−1×{0} íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî äëÿ êîòîðîãî
ïîäñåìåéñòâî ïðîåêöèé {ψ1, . . . , ψs−k+1}Nm−1×{0} íå âûðîæäàåòñÿ, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò îñíîâàíèå èíäóêöèè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîìîòîïèÿ (161)
óæå ïîñòðîåíà ïðè i = i0−1 è ïîñòðîèì òàêóþ æå ãîìîòîïèþ ïðè i = i0.
Âíà÷àëå ïîñòðîèì ðåãóëÿðíóþ ãîìîòîïèþ

{χ̄1, . . . , χ̄s−k+i0+1}Nm−1×[i0,i0+1] (164)

çàäàííîãî ñåìåéñòâà ñå÷åíèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0} ê ñåìåéñòâó
ñå÷åíèé {ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0+1} (óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íà
êîìïîíåíòå ãðàíèöû Nm−1 × {i0} âûïîëíåíî ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ), äëÿ êîòîðîé ñåìåéñòâî ïðîåêöèé

{ψ1, . . . , ψs−k+i0+1}Nm−1×{i0+1} (165)

íå èìååò âûðîæäåíèé.
Ðàññìîòðèì i0-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå Li0 ⊂ Nm−1 × {i0},

ñîñòîÿùåå èç òî÷åê, â êîòîðûõ ïîäñåìåéñòâî {ψ1, . . . , ψs−k+i0+1}Nm−1×{i0}
âûðîæäàåòñÿ. Èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå
êëàññà κN íà ïîäìíîãîîáðàçèå Li0 òðèâèàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî,
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ïîäìíîãîîáðàçèå Li0 ⊂ Nm−1 × {i0} ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì. Îáîçíà÷èì
îñíàùåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Li0 ÷åðåç ΞL.

Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó [A-E] ñóùåñòâóåò (i0 + 1)-ìåðíîå
ñêîøåííî-îñíàùåííîå â êîðàçìåðíîñòè (b(k) − 1) ìíîãîîáðàçèå
(Γi0+1, ΨΓ), c êðàåì ∂Γi0+1, äèôôåîìîðôíûì ìíîãîîáðàçèþ Li0 , ïðè
ýòîì îãðàíè÷åíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΨΓ íà ãðàíèöó Li0 ÿâëÿåòñÿ
îñíàùåíèåì, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì îñíàùåíèåì ΞL íà êðàå Li0 .

Ïîñêîëüêó Nm−1 èìååò ãîìîòîïè÷åñêèé k-òèï RP∞ è íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå νN ñíàáæåíî êàíîíè÷åñêîé òðèâèàëèçàöèåé íà ëþáîì
ïîäìíîãîîáðàçèè â Nm−1 ðàçìåðíîñòè íå áîëåå k, ñêîøåííî-îñíàùåííîå
ìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ⊂
Nm−1×[i0, i0+1] cî ñòàáèëüíûì ñêîøåííûì îñíàùåíèåì ΨΓ, îãðàíè÷åíèå
êîòîðîãî íà ∂Γi0+1 ñîâïàäàåò ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì Li0 ⊂ Nm−1 × {i0}
è ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå κN íà ïîäìíîãîîáðàçèå Γi0+1 ñîâïàäàåò ñ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ΞΓ.

Ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ (164) îïðåäåëåíà ïî ïîäíÿòèþ ïðîåêöèè

{χ1, . . . , χs−k+i0+1}Nm−1×[i0,i0+1], (166)

äëÿ êîòîðîé ïîäìíîãîîáðàçèå (Γi0+1, Li0) ⊂ (Nm−1×[i0, i0+1], Nm−1×{i0})
ñëóæèò ïîäìíîãîîáðàçèåì îñîáûõ ñå÷åíèé ñ òðèâèàëüíûì ëèíåéíûì
ðàññëîåíèåì ÿäåð.

Òåïåðü ïîñòðîèì ãîìîòîïèþ (161) ïðè i = i0 + 1. Íà îòðåçêå [0, i0]
ãîìîòîïèÿ óæå ïîñòðîåíà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Íà îòðåçêå
[i0, i0 + 1] íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ (s − k + i0 + 1) âåêòîðîâ ãîìîòîïèÿ
ñîâïàäàåò ñ ãîìîòîïèåé (164). Çàìåòèì, ÷òî îñîáûå ñëîè ãîìîòîïèè

{χ̄1, . . . , χ̄s−k+i0+2}Nm−1×[0,i0]

îáðàçóþò ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç

(∆i0+1, Ki0) ⊂ (Nm−1 × [0, i0], N
m−1 × {i0}). (167)

Â ñèëó óñëîâèÿ 3, ïîäìíîãîîáðàçèå (167) ÿâëÿåòñÿ îñíàùåííûì.
Îáîçíà÷èì îñíàùåíèå ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç Ψ∆. Ãðàíèöà Ki0

ìíîãîîáðàçèÿ ∆i0+1 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà
ñå÷åíèé

{ψ̄1, . . . , ψ̄s−k+i0+2}Nm−1×{i0}. (168)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå îñîáûõ ñå÷åíèé ñåìåéñòâà
{ψ̄1, . . . ψ̄s−k+i0+1}Nm−1×{i0} çàêëþ÷åíî â øàð U ⊂ Nm−1. Áóäåì ñòðîèòü
ãîìîòîïèþ (161) íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ (s − k + i0 + 2) âåêòîðîâ
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íà ìíîãîîáðàçèè Nm−1 × [i0, i0 + 1], íåïîäâèæíóþ íà ãðàíèöå ∂U
øàðà U , è ñîâïàäàþùóþ ñ ãîìîòîïèåé (164) íà ïîäñåìåéñòâå ïåðâûõ
(s − k + i0 + 1) âåêòîðîâ. Óêàçàííóþ ãîìîòîïèþ ïîñòðîèì òàê, ÷òî
ìíîãîîáðàçèå îñîáåííîñòåé ñåìåéñòâà ñå÷åíèé (168) ïåðåñòðàèâàåòñÿ
âäîëü îñíàùåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì

(∆i0+1
1 , Ki0) ⊂ (Nm−1 × [i0, i0 + 1], Nm−1 × {i0}),

êîòîðîå çåðêàëüíî îñíàùåííîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ (167) è ñîâïàäàåò ñ
ýòèì ìíîãîîáðàçèåì íà îáùåé ãðàíèöå K i0 ⊂ Nm−1 × {i0}.

Ãîìîòîïèÿ (161) ïðè i = i0 + 1 íà ñåìåéñòâå ïåðâûõ (s − k +
i0 + 2) âåêòîðîâ ïîñòðîåíà. Ïðîäîëæèì ïîñòðîåííóþ ãîìîòîïèþ íà âñå
ñåìåéñòâî s âåêòîðîâ íàä ìíîãîîáðàçèåì Nm−1 × [i0, i0 + 1], îáåñïå÷èâ
âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà Nm−1×{i0} è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3.

Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàíî. Ñëåäñòâèå 40 â
ïðåäïîëîæåíèè j = 0 äîêàçàíî.
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