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Introduction 

Le prdsent article donne la d6monstration des r6sultats que j 'ai an- 
nonc6s dans quatre Notes aux Comptes-Rendus [2811). I1 est divis6 en 
quatre chapitres. Le premier chapitre dlabore une technique d'appro- 
ximation des applications diffdrentiables ; los thdor~mes d~montr~s sont 
en quelque sorte une formulation diffdrentiable du thgor~me d'appro- 
ximation simpliciale de la Topologie; grace s eux, toute la th~orie 
pourra ~tre ~tablie sans faire appel au th~or~me de triangulation des 
vari5t5s diff6rentiables. Le chapitre II  est consacrd au probl~me de la 
rdalisation des classes d'homologie d'une varidtd par des sous-variSt6s ; 
on y obtient les r~sultats essentiels: E n  homologie mod 2, routes les 
classes dont la dimension est infdrieure ~ la moitid de la dimension de la 
varidtd sont rdalisables par des sous-varidtds. En  homologie enti&e, pour 
route classe d'homologie z de la varidtd orientable V, il existe un entier 
non nul  N tel que la classe multiple N .  z soit rdalisable par une sous- 
varidtd. Le chapitre I I I  applique les rdsultats prdc~dents au probl~me de 
Steenrod: Toute classe d'homologie d'un poly~dre fini est-elle l'image de 
la classe fondamentale d'une vari6td ? On y montre que, si le probl~me 
admet une rdponse affirmative en homologie rood 2, it existe au con- 
traire, pour route dimension ~ 7, des classes d'homologie enti~re qui 
ne sont l'image d'aucune varidtd di~drentiable compacte. Le chapitre IV, 
enfin, est consacr6 h l'dtude des conditions pour qu'une varidt~ soit une 
varidt6-bord, et s la classification des varidt5s cobordantes. Ici encore, 
on obtient des rdsultats assez complets pour los classes ((rood 2>>, sans 
condition d'orientabilit4. Par contre, je n'ai pu donner que des rSsultats 
fragmentaires pour los groupes ~k qui s'introduisent dans la classifica- 
tion des vari6t6s orient6es, s cause de difficult~s alg6briques li6es en par- 
ticulier au comportement des puissances de Steenrod dans la suite spec- 

1) Les num6ros  places ent re  crochets  renvoient  ~ la bibl iographie plac6e k la fin de 
l 'ouvrage.  
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trale d'une fibration. De plus, cette th~orie appellerait d'autres recherches 
sur la signification topologique des nombres caract~ristiques de Pon- 
trjagin. 

La pr~sente ~tude est fond~e presque enti~rement sur la consideration 
de complexes auxiliaires, que j'ai notes M (SO (k)) et M (0 (k)). La 
d~termination des propri~t~s homotopiques de ces complexes n'aurait  
pu ~tre entreprise sans l'emploi des m~thodes inaugur~es en homotopie 
par H. Cartan et J. P. Serre. Leurs r6sultats sur la cohomologie des com- 
plexes d'Eilenberg-Mac Lane, notamment,  se sont r~v~l~s un instrument 
essentiel, et je leur dois tous mes remerciements pour m'avoir communi- 
que, avant publication, les r~sultats de leurs recherches. Je tiens & adres- 
ser en particulier rues remerciements & J. P. Serre pour l'aide pr~cieuse 
qu'il m'a apport~,e dans la r~daction du manuscrit, et la mise au point 
de nombreuses ddmonstrations. 

C H A P I T R E  I 

Propribt6s des applications diff~rentiables 

La notation V n d6signe, dans route la suite, une vari~t~ paracom- 
pacte~), diff6rentiable de classe C ~ , de dimension n.  

1. D~initions. Soit [ u n e  application de classe C m, m ~ 1, 
de la vari~t~ V n dans la vari~t~ M p . On appelle critique tout  point x 
de V n oh le rang de l'application / est strictement in/drieur k la dimension 
p de la vari~t~ MP; l'ensemble 2: des points x, ou ensemble critique de ], 
est un ensemble ferm~ de V'.  Tout point y de l'ensemble image ] (2:) 
dans M~ sera dit valeur critique de l 'appl icat ion/ .  Au contraire, tout  
point y de Mp n 'appartenant  pas s l'ensemble image ](2:) sera dit 
valour rgguli~re de l'application /3). 

2. Image r~ciproque d'une valour r6guli~re. L'image r~ciproque 
]-1 (y) d'une valour r~guli~re y e M~ peut ~tre vide; c'est notamment 
toujours l ecas  si la dimension n de V n e s t  strictement inf~rieure ~ la 

2) Rappe lons  qu 'une  vari6t~ pa racompac t e  connexe  pou t  6tre d4finio comme vari4t6 
r~union d6nombrab le  de compacts .  

a) On observera  que ce t te  d6finition des valeurs  cr i t iques diff6re sens ib lement  de la 
d6finition usuelle:  lorsque la d imens ion  n de V e s t  inf6rieure ~ la  d imension p de M ,  
t o u t  point  de  l ' image f ( V )  est  une  valour cr i t ique,  m6mo si l ' app l i c a t i on f  est  de  rang  maxi-  
m u m  en ~out po in t  de  f -1  (x) . Au contra i re  t o u t  po in t  n ' a p p a r t e n a n t  pas ~ l ' image f (V)  
es t  une  valeur  r6guli~re. 
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dimension p de MY;  supposons qu'il  n 'en  soit pas ainsi, et  soit x un  
point  de / - l ( y )  ; d6signons par  Yl, Y2 �9 . .  Yv un syst~me de p fonctions 
eoordonndes pour  un  voisinage de y dans Mp.  Dire que ] est de rang 
p e n  x,  c 'est dire qu 'on  peut  former,  pour  un voisinage U~ de x assez 
pet i t  dans V ~, un  systbme de n fonctions coordonndes, form6 des p 
fonctions (Yl, Y2 . . .  Y~), et  de ( n -  p) autres fonctions x~+ 1 . . .  x . .  
L ' image rdciproque /-1 (y) est  alors ddfinie dans U~ par  les ~quations:  
Yl ~ Y2 . . . . .  yv = 0. Donc x admet  dans / - l ( y )  un  voisinage 
hom~omorphe ~ l 'espace euclidien Rn-p;  comme ceci est vrai  de tou t  
point x e / - l ( y ) ,  l ' image rdciproque ] - l (y )  est une sous-varidt6 diffd- 
rent iablement  plongde de classe C m de la varidt6 V" , soit W n-~. 

Ddsignons par  V~ l 'espace des vecteurs  tangents  en x i~ V ~, par  
W~ le sous-espace de V~ form6 des vecteurs  tangents  en x ~ la sous- 
varidtd W n-v. Soit de mgme M~ l 'espace des vecteurs  tangents  en y 

la varidtd My.  Dire que / est de rang p e n  x,  c 'est  dire que l 'applica- 

t i o n / ,  prolongde de ] aux espaces de vecteurs  tangents ,  ddfinit un  iso- 
morphisme du quot ient  V~/W~ sur M~. On appellera - -  par  abus de 
langage --  le quot ient  V~/W~, l 'espace des vecteurs transverses en x 

la sous-varidt~ W n-v ; supposons la varidtd ambiante  V" munie d 'une  
mdtrique r i emannienne ;  on peu t  alors ddfinir en x l 'espace H~ des 
vecteurs normaux ~ la sous-varidtd W n-p. I1 est clair qu'alors les deux 
espaces V~/W~ et  H~ sont isomorphes, e t  cet isomorphisme peu t  gtre 
ddfini globalement,  sur tou te  la sous-varidt6 W ,~-p. Aussi par lera- t -on 
indiffdremment de la s t ruc ture  fibrde des vecteurs  t ransverses ou de 
celle des vecteurs  no rmaux  ~ une sous-vari6t6. 

Nous obtenons f inalement:  L'image rdciproque d'une valeur rdguli~re y 

de / e s t  une sous-varidtd / - l ( y ) =  W,~-p, et l'application prolongge f in- 
duit un isomorphisme canonique de l'espace /ibrd des vecteurs normaux 
W n-p sur le produit W ~-~ • M~, ou M~ ~ R~ est l'espace des vecteurs 
tangents en y ~ la varidtd M p . 

Remarelue. Ceci vau t  m~me si y est adhdrent s l 'ensemble des valeurs 
critiques. On observera  que, si l 'appl icat ion / est  une applicat ion p r o p r e  
(en partieulier,  si V n e s t  compacte), l 'ensemble /(27) des valeurs  criti- 
ques e s t / e r m d  dans Mp. En  ce cas, tou te  valeur  rdguli~re y admet  un  
voisinage U~ sur lequel l 'applicat ion / est localement/ibrde. Ceci est  la 
forme locale d ' un  th~or~me de C. Ehresmann  [10]. 

3. Propri~t~s de l 'ensemble ](X) des valeurs critiques. I1 peu t  arr iver  
que l'intgrieur de l 'ensemble ](2:) ne soit pas vide. P a r  exemple,  
H. Whi tney  a construi t  dans [30] une fonct ion numdrique  de elasse C ~ 
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sur le carrY, pour  laquelle tou te  valeur  est  une  va leur  critique. Mais ce 
ph6nom~ne ne se prdsente que pour  des appl ica t ions  / de classe C m pour  
lesquelles l ' en t ier  m est  s t r i c t ement  inf~rieur h la dimension n de la 
varidtd appliqude. En  effet, A. P. Morse a ddmontrd  le thdor~me [16]: 

Th~ori~me I.  1. L'ensemble des valeurs critiques d'une /onction numd- 
rique de classe C m sur R ~, ou m ~ n ,  est de mesure nulle. 

(Ce th~orSme cesse d ' e t re  exac t  pou r  les fonctions de classe C r, oh 
r ( n ) .  

Tou te  varidtd p a r a c o m p a c t e  V n peu t  8tre recouver te  d 'une  infinitd 
d~nombrab le  de car tes  homdomorphes  s R ~ ; comme  une rdunion ddnom- 
brable  d ' ensembles  de mesure  nulle est  encore de mesure  nulle, le thdo- 
r~me prdcddent  se g~ndralise en:  

Thbor~me I.  2. L'ensemble des valeurs critiques d'une /onction numd- 
rique de classe C m, ou m ~ n ,  sur une varidtd V '~, est de mesure nulle. 

Une nouvelle  gdndralisation de ce thdor~me donnera4):  

Th~or~me I. 3. Si / e s t  une application de classe C m de V n dans MY 

avec m ~ n ,  alors / admet sur tout ouvert de Mp des valeurs rgguli~res. 
Ou encore:  L'ensemble / (Z )  des valeurs critiques de / n'a pas de point 

intdrieur. 
Comme le thdor~me aff irme une propridtd locale dans  la varidtd image  

MY, on peu t  supposer  que MY n 'es t  au t re  que l ' espace  euclidien Rp ; 
la propridtd se ddmont re  alors pa r  rdcurrence sur  l ' ent ier  p ; pour  p -~ l ,  
c 'es t  une consdquence immddia te  du thdor~me I .  2. Supposons  donc le 
thdor~me vrai  jusqu ' s  la d imension p - -  1 incluse, et  soit / une appli-  
cat ion de classe C n de V ~ dans  R p. Ddsignons par  y~, y ~ . . .  y~ 

un  sys t~me de coordonndes pour  Rp, et  soit U un ouver t  de Rp ; soit 
] a ,  b [ un  interval le  ouve r t  de valeurs  prises par  la fonct ion y~ sur  
l ' ouve r t  U ; y~ est  une  fonct ion de classe C ~ sur  V *~, donc, d 'apr~s  
le th~orSme 1.2,  y~ a d m e t  dans ] a ,  b [ une va leur  rdguli~re c ;  
W n-~ ~-- y-~ (c) est  une sous-varidt~ de dimension n - -  1 de V n, qu 'on  
supposera  non vide (sinon la propridtd serai t  t r iv ia lement  v~rifide) ; soit 
x un  point  de W ~-~ ; pour  un  vois inage V, assez pe t i t  de x dans V ~, 
on peu t  faire choix d ' u n  sys t~me de fonct ions coordonndes de la fo rme  
(x~, x~ . . .  x~_~, y~) qui cont ient  la fonct ion y~. Soit  U~ la coupe de 
l ' ouve r t  U par  l ' h y p e r p l a n  y~ ~ c. La  res t r ic t ion f~ de l ' app l ica t ion  f 

la sous-varidt~ W ~-1 est  de classe Cn; donc, pa r  hypoth~se,  

4) Comme me l 'a  signal~ M. G. de Rham,  ce r@sultat est  une  cons6quence d 'un  th@o- 
r~me de A. Sard: The measure  of the  critical values of  differentiable maps ,  Bull. 
Amer.  Math.  Soc., 48, 1942, p. 883--90. 
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]c : Wn-1 --> Rp-1,  oh R p-1 ddsigne l 'hyperp lan  d '~quat ion y~ = c, 
admet  sur l ' ouver t  U c une valeur  rdguliSre, soit a ;  soit x ~ V n un 
point  de l ' image rdciproque /~l(a) = / - 1  (a, c), suppos~e non vide. Puis- 
que a est valeur  rdguli~re pour  /c, l 'appl icat ion /~, d~finie sur un  
syst~me de coordonndes locales d 'un  voisinage V, de x dans V, est  
de la forme:  ](x l ,  x~ . . . .  X n _ l ,  C )  ~ -  (YI, Y 2 ,  ' ' "  Y~-l) et  est alors de 

0y~ 
rang (p --  1) ; done l 'un des mineurs ~xj n 'es t  pas nul  pour  y~ = e, 

et, par  continuit5, pour  des valeurs de y~ assez voisines de c ; il en r~sulte 
qu 'on peut  prendre  dans un voisinage V~, ( V~ un syst~me de fonc- 
tions coordonndes de la forme:  (xl ,  x2 . . .  Xn_~, Yi, Y~ "" Y~); c 'est  
dire que / est de rang m a x i m u m  en x ;  comme ceci est  vrai  pour  tou t  
point  x de /-1 (a, c), le point  (a, c) ~ U est une valeur  r~guli~re p o u r / .  
Le thdor~me I .  3 est ainsi ddmontrd.  

Si l 'applicat ion / est propre (en particulier,  si V ~ est compaete), Fen- 
semble /(27) des valeurs critiques de / est un fermd sans point intdrieur, 
c'est un ensemble rare de Mp dans la terminologie de Bourbaki  [6]. 
Dans le cas gdndral, soit V ~ = ~ K~ un recouvrement  ddnombrable  
de V ~ par  des compacts  K~; chacun des ensembles intersections 
27~ = K~ ~ 2: est compact ,  et  /(2:~) est un compact  rare de MP; 
done, /(2:) : ~./(27~) est  une r6union d6nombrable  d 'ensembles ferm6s 
rares, c'est, dans la terminologie de [6], un sous-ensemble maigre de M~. 

3. L ' image r~ciproque d 'une  sous-vari~t~. 

D~finition: voisinage tubulaire d'une sous-varidtd. Soit N p-q une 
sous-varidt5 compacte ,  diff~rentiablement plong~e de classe C ~, de la 
vari6t~ Mp. Supposons Mp munie d 'une m~trique r iemannienne de classe 
C ~ . Soit T l 'ensemble des points de Mp situ5s ~ une distance ~ ~ de la 
sous-varidtd Np-q.  S i e  a dt5 pris assez peti t ,  par  tou t  point  x E T il ne 
passe qu 'une  gdoddsique normale ~ Np-q, about issant  sur Np-q en un  
point  y = p ( x ) .  L'appl ica t ion p : T - - > N p - q  est une  fibration, la 
fibre p - l ( y )  est une q-boule gdoddsique normale.  Le bord  F de T e s t  
une varidt6 de dimension p -  1, fibrde par  p sur N~-q en ( q -  1)- 
spheres. Un tel voisinage T de Np-q sera appeld, par  route  la suite, un  
voisinage tubulaire normal de la sous-vari~t6 Np-q.  I1 est clair que la 
f ibration p admet  pour  groupe de s t ruc ture  un  sous-groupe du groupe 
or thogonal  O (q) et la s t ruc ture  fibrde de T est canoniquement  isomorphe 

celle de l 'espace fibrd des vecteurs  no rmaux  (done transverses) s la 
sous-vari6t6 Np-q dans Mp. 
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Rappel sur les homdomorphismes diHdrentiables d'une boule. 
Soit Bq la q-boule ferm~e de centre 0 ;  soit A un hom~omorphisme 

de Bq de classe C ~ sur elle-m6me ; si on suppose de plus que l'homdo- 
morphisme inverse A -1 est diff~rentiable, alors l'application de B~ sur 
elle-m6me est en tout point de rang q. On considdrera le groupe de ces 
hom6omorphismes qui se r~duisent ~ l'identit~ sur le bord Sq-1 de 
Bq, soit G. 

Etant  donn~ un point c int6rieur h Bq, on peut d~finir, de bien des 
fa~ons, un hom~omorphisme A de G, tel que A (c) = O ; on peut de plus 
montrer qu'un tel homdomorphisme A est homotope s l'identitg dans G, 
muni de la topologie ainsi ddfinie: topologie de la convergence uniforme 
pour l'application A : Bq -+ Bq, ainsi que pour l'application inverse 
A -1, et pour les d~rivdes partielles de A et A -1 jusqu'A l'ordre n inclus. 
On peut d~finir dans G u n  hom~omorphisme dgpendant continuement du 
param~tre t ( 0 ~ t  ~<I),A~, tel que A o =  A e t  A 1 = iden t i t6 .  

Le groupe des homdomorphismes H d'un voisinage tubulaire normal. 
Soit T un voisinage tubulaire normal de la sous-vari~tg Np-q dans 

Mp; on lui associe le groupe H des hom6omorphismes de classe C" 
de T ainsi dgfinis: 

i) Tout glgment A e H applique globalement toute fibre p-a(y) sur 
elle-mSme. 

ii) Tout 61gment de H se rdduit ~ l 'identitd sur le bord 2' de T. Le 
groupe H est muni de la topologie ainsi ddfinie: topologie de la conver- 
gence uniforme pour les applications A et A -1, ainsi que leurs d~rivdes 
partielles jusqu'~ l'ordre n. (Pour dgfinir les d~rivdes partielles d'une 
application A : T --> T, on peut plonger T dans un espace euclidien 
R k ; la topologie d~finie s l'aide des coordonn~es dans R k est inddpen- 
dante de l'immersion). Avec la topologie ainsi d~finie, H est un espace de 
Baire. En effet, H est un espace mdtrique complet : il suffit de montrer 
que tout  filtre de Cauchy (A,) dans H converge dans H; en effet, pour 
tout point x eT,  les points A~(x) forment un filtre de Cauchy dans T, 
qui d~finit un poin~ J (x )  eT ,  et l'application limite J e s t  de classe C n ; 
de mSme, le filtre de Cauchy des A~-l(x) est convergent, et ddfinit une 
application de classe C n, J-~ qui est inverse de J.  

Dblinition: Application t-rdguligre sur une sous-varigtg. Soit t une 
application diff~rentiable de V n dans M~, et soit y un point de la 
sous-varigtg zY~-~ de M ~. Soit M ,  l'espace des vecteurs tangents en y 

M ~, N ,  le sous-espace des vecteurs tangents/~ la sous-varidtg N p-q. 
Soit x un point quelconque de l'image r~ciproque ]-1 (y), V, l'espace des 
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vecteurs  tangents  en x k V " .  On dira que y est une valeur t-rdguli~re, 

si, en tou t  point  x E f-1 (y), l 'appl icat ion prolong6e T: V~ -+ M~ -+ M , / N ~  

est de rang q, e t  applique V~ sur  l 'espace des vecteurs  t ransverses 
Nv-q i~ My 5). 

4. Image r6eiproque d ' une  sous-vari6t6 par une applieation t-r6guli6re. 

On dira que l 'appl icat ion [ : V ~ -+ My est t-rdguli~re sur la sous-vari6t6 
NY -q ( M Y , si t ou t  point  y de •Y-q est une valour t-r6gulibre de / .  
D6signons, dans une  carte  locale au tour  de y,  par  Y~, Y2. .  Yq un  
systbme de q fonctions coordonn6es telles que los 6quations Yl ---- Y~ ---- 
. . . .  yq -= 0 d6finissent loca lement  la sous-vari6t6 NY-q.  Soit x un  
point  de l ' image r6ciproque / - l ( y ) ,  suppos6e non v ide ;  si y est une 
valour t-r6gulibre, on pout  t rouver  un  voisinage U~ de x dans V" dans 
lequel existe un syst~me de n fonctions coordonndes de la forme:  
(Xl, X2' "" Xn--q, Y~, Y 2 . .  Yq ) ;  l ' image rdciproque [ - I (NP-q)  est ddfinie 
dans U~ par  los dquat ions:  Yl ~-- Y2 . . . .  yq = 0;  X admet  donc 
dans /-1 (y) un  voisinage hom6omorphe  ~ R n-q . C'est dire que l ' image 
rdciproque ]- I (NY-q)  est une  sous-varidtd W ~-q diffdrentiablement 
plongde de classe C".  

Soit V~ l 'espace des vecteurs  tangents  en x h V ~, W~ l 'espace des 
vecteurs tangents  en x ~ W n-q. Si y ----- / (x)  est une valour t-rdgulibre, 

cela veu t  dire que l 'appl icat ion prolongde ) - indu i t  un  isomorphisme de 
l 'espace des vecteurs  t ransverses V ~ / W ~  sur l 'espace des vecteurs  trans- 
verses en y ~ N Y-q : M ~ / N ~ .  Globa lemen t , / a  structure/ ibrde des vecteurs 

transverses (ou n o r m a u x )  ~t W "~-q dans  V '~ est canoniquement  isomorphe 

~t la structure indui te  de cello des vecteurs transverses ~t NY-q dans  MY 

par l 'application / .  

Soit y un  point  de N Y-q ; ddsignons par  X la boule ouver te  de centre y 
de r ayon  gdoddsique r ,  dans la sous-varidt6 NY-q,  par  X '  la boule con- 
centr ique de r ayon  2r  ; on suppose r assez pe t i t  pour  que X ~ soit effee- 
t ivement  une boule. Dans cos conditions, los sous-ensembles du voisinage 
tubula i re  T d6finis par :  

D = p - l ( X )  ; D '  -~ p - l ( X ' )  sont  resp. homdomorphes  aux produi ts :  
X x Bq;  X ~ x B q puisque tou te  f ibrat ion est tr iviale sur 

une boule. Soit k : D '  (ou D) -+ B q l 'appl icat ion d~fmie par  cot hom~o- 
morphisme.  Nous allons ddmont re r  le:  

Lemme I. 4. L 'ensemble  des hom6omorphismes A r H du voisinage 

a) L ' i m a g o  r fe ip roquo  ] - l ( y )  d ' u n o  va lou r  t-r6guli~ro y ~ N P - q  pou t  ~tre v ide ;  on d i ra  
en  co eas quo  e ' e s t  u n e  va lour  t .r6guli~re t r iv ia le .  
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tubulaire T tels que l 'applieation eompos~e A o ~, oh / : F n --> Mp 
est de classe C ~, n 'est  pas t-r~guli~re sur X,  est un sous-ensemble maigre 
de l 'espace de Baire H.  

Dire qu 'une application g : V ~ --~ M p n 'es t  pas t-r~guli~re sur X,  
c'est dire que l 'application compos~e k o g, d~finie sur g-1 (D), admet  
le centre 0 de la fibre Ba pour valeur critique (en effet, par d~finition, 

l 'application prolongge ~-induit ,  en un point  y e M~, le quotient  de 
l 'espace des vecteurs tangents  M r par  le sous-espace des veeteurs tan- 
gents N~ ~ la sous-vari~t~ Np-q). 

D~signons par K~ un  compact  de V n ; on dira qu 'un  hom~omorphisme 
A e H est i-critique, si l 'application compos~e k o A o f, d~finie sur 
]-1 (D), admet  dans K i au moins un point critique x tel que /(x) �9 X.  
Soit al l 'ensemble des A �9 H qui sont /-cr i t iques.  On va montrer  que a~ 
est un fern~d de H sans point intdrieur. 

i) ~i est /erred. Soit A un ~l~ment de H qui n ' appar t ien t  pas s ~i; 
e'est dire que l 'application compos~e ]~ o A o /  admet  O comme valeur 
rgguli~re, lorsqu'elle est restreinte s K~ ~ / - 1  (D). Soient Yl, Y2 .. Y~ 
un  syst~me de fonctions coordonn~es pour la q-boule Ba ; par hypoth~se, 

sur l ' intersection K i ~,/-1 o A-I(Np-~),  les jacobiens d'ordre q ~ 

ont  en valeur absolue une borne infgrieure s tr ictement  positive, soit 3 B,  
oh B ) 0 .  I1 existe par  suite un voisinage ferm~ -- done compact  -- 

J de K i ~,/-1 o A-i(Np-q) dans K i dans lequel ees jacobiens 0Y~ i' 
sont  en valeur absolue ) 2 B .  I 

Consid~rons main tenan t  l 'ensemble des hom~omorphismes A ~ de /-/ 
assez voisins de A dans H pour que: 

1. La  nouvelle intersection K i ~, [-1 A~-l(Np-q) soit tout  enti~re con- 
tenue dans or: ceci peut  6tre obtenu en majoran t  eonvenablement  la 
distance (dans Mp) de A ~ A~: il suffit de prendre I I A '  ( g ) -  A (Y) II 
plus pet i t  que la distance de 0 s la frontigre de l 'ensemble image 
k o A/(or l .  

2. Les jacobiens ~Y~ assoei6s ~ l 'application /~ o A ~ o/  soient, 
Ox~ 

dans J ,  suP~rieurs en valeur absolue s B ~ 0 ; ceci sera obtenu par 
une approximat ion  convenable sur les ddrivdes partielles du premier 
ordre de l 'application A ~ par  rappor t  ~ celles de l 'application A:  

en effet, les jacobiens I ~Y~ 1 ~  sont  des fonetions continues des 

ddrivdes partielles du premier ordre de l 'application A.  
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Pour  t ou t  A 1 assez voisin de A qui sat isfai t  ~ ces deux conditions,  

l e s j a c o b i e n s  I 0Y~ I ne s ' annu len t  pas  sur  K i , ~ / - 1 A P - I ( N P - q ) ,  et  

pa r  suite A / o / est  t-rdguli~re sur la boule X .  

ii) a~ n ' a  p a s  de p o i n t  in tdr ieur .  Soit A un dlSment de a~ ; l ' appl ica-  
t ion composde k o A o / a d m e t  0 pour  va leur  cr i t ique ; mais,  comme 
l ' appl ica t ion  est de classe C ~, elle admet ,  d 'apr~s  le thdor~me I .  3, une 
valeur  rdguliSre c aussi voisine qu 'on  voud ra  de O ; soit E l ' homdomor-  
ph isme de D I : p - i ( X I )  ddfini comme sui t :  soit G u n  hom5omorph i sme  
de la q-boule B q qui appl ique  c sur 0 ,  et  se rdduit  s l ' ident i td  sur le bord  
S q-1 de B q, et  G~ un  homdomorph i sme  ddpendan t  con t inuemen t  du pa ra -  
m~tre  t E I ,  tel  que G o ---- G et  G1 ~ identit5.  Soit d une fonct ion de classe 

C ~ , dgale s 0 sur  X ,  ~gale s l 'uni td s la fronti~re de X ~ , et  croissant  
de 0 s 1 lorsque la dis tance gdodgsique au centre  y de X crolt  de r h 2r  ; 
usan t  de l ' homdomorph i sme :  D ~ ~ X ~ x B q, E peu t  ~tre ddfini par  la 
formule  : 

E ( y l ,  z) : (Yl ,  Gd(y)(Z)) Yl E .X I , z E B q . 

L ' h o m d o m o r p h i s m e  E conserve g loba lement  les fibres p - ~ ( y ) ,  et  se 
rdduit  s l ' ident i t4  sur  la frontiSre de D ~ ; E peu t  pa r  suite ~tre prolongd 
en un  homdomorph i sme  du voisinage tubu la i re  T sur lui-m~me ; il suffit 
de prendre  la t r ans fo rma t ion  ident ique ~ l 'extdr ieur  de D r . L 'd ldment  E 
ainsi ddfini a p p a r t i e n t  alors au groupe H .  

P a r  ailleurs, l ' appl ica t ion  E o A o /  est  t-rdguli~re sur X ,  car, pa r  
cons t ruc t ion  m~me,  l ' app l ica t ion  composde k o E o A o / a d m e t  0 pour  
va leur  rdguli~re. Si donc on pose A ~ ~ E o A ,  l ' appl ica t ion  A r o / es t  
t-rdguli~re sur X et  peut -~t re  rendue a rb i t r a i r emen t  voisine de A o / :  
en effet, l ' homdomorph i sme  E peut-~t re  pris aussi voisin qu 'on  voud ra  
de l ' ident i td:  il suffit pour  cela de p rendre  la va leur  r4guli~re c assez 

voisine de 0 .  
(On r e m a r q u e r a  que dans  cet te  seconde par t ie  du r a i sonnement  le 

compac t  K i n ' in t e rv i en t  pas :  on m on t r e  ainsi que l ' ensemble  des A tels 
que A o / n ' e s t  pas  t-rdguli~re sur X est  s a n s  p o i n t  i n tdr i eur  dans H). 

Comme la varidtd V ~ est  rdunion d6nombrab le  des compac t s  K~, 
l ' ensemble  a des A tels que A o ~ n ' e s t  pas  t-rdguli~re sur X est  la r6union 
ddnombrab le  des ensembles  rares a i ,  c 'est  donc un  ensemble  m a i g r e  

de H ,  et  le L e m m e  1 .4  est  d~montrd.  
L a  sous-vari6t6 Np-q d tan t  supposde pa r acompac t e ,  on peu t  la recou- 

vr i r  pa r  une infinit5 ddnombrab le  de boules ouver tes  telles que X .  (No- 
tons  en passan t ,  qu 'on  peu t  ddfinir un voisinage tubu la i re  no rma l  pour  

25 



une  sous-vari6tfi pa racompac te :  le seul changement  par  r appor t  au cas 
compact  est  que le ~(rayom~ du voisinage tubula i re  dolt  gtre pris variable.)  
D~s lors, l 'ensemble des A tels quc A o f n 'es t  pas t-r6guli~re sur Nv--q 
est  une rdunion d6nombrable  d 'ensembles maigres de H,  done aussi un 
ensemble maigre, sans point  int~rieur. Ceci nous pe rmet  d 'dnoncer  le 
thdorbme : 

Th6ori~me I. 5. Soit j u n e  application de classe C n de let varidtd V" 
dans la varidd Mp,  et soit Nv-q  une sous-varidd paraeompacte de MY,  
et T u n  voisinaffe tubulaire normal de N v-q clans My .  II  est possible de 
trouver un  homdomorphisme A de T sur lui-m~me, arbitrairement voisin de 
l'identitd dans H ,  tel que, si /1 --_ A o [ : 

i) L'image rdciproque f - x  (Np-q) de IVP-q soit une sous-varidtd de V n, 
de dimension n - - q : W  n-q diHdrentiablement plongde de classe C '~. 

ii) L'  espace /ibrd des vecteurs normaux d W n-q dana V ~ soit canonique- 
ment isomorphe d l' ezpace induit  de la structure/ibrde des vecteurs normaux d 
N v--q dans MY.  

5. Le th6or~me d'isotopie. La  propridtd 6nonc6e ei-dessous ne nous 
servira  que dans la par t ie  IV, et  dans le cas V n compacte seulement  ; 
aussi ne l 'dtablirons-nous que sous cet te  hypothbse.  

Soit ] u n e  applicat ion de classe C n de la varidt6 V ~ dans  MY,  
t-r4guli~re sur la sous-vari6t6 compaete Nv-q.  Supposons qu 'on  air ddfini 
en  chaque point  y de Nv--q un systbme de q-fonetions coordonndes nor- 
males Yl, Y~ . . .  Yq, tel  que dans un  voisinage de y ,  Nv-q soit ddfinie 
par  les 6quations Yx = Y2 . . . . .  yq -=- O. Nv-q dtant  supposde com- 
pacte ,  on pour ra  d6finir Nv-q avec un  nombre  fini de systbmes (y~.). 
A l 'aide d 'une  m6tr ique r iemannienne dans V n, on ddfinira un voisinage 
tubula i re  Q de la sous-varidtd W~-q = ]-~ (Nv-q), et  don t  le r ayon  e 
sera pris assez pe t i t  pour  satisfaire/~ la condit ion su ivante :  

Soit x un  point  de W € B~ la q-boule g6od6sique normale  en x 
W~-q: les fonctions (y~) assocides k y = / ( x ) ,  sont,  pour  tou t  x, un  
systbme de fonetions coordonn6es pour  la q-boule B~. I1 est  6v idemment  
possible de satisfaire i~ cet te  condition, puisque f e s t  suppos6e t-r6guli~re, 
e t  que W n-~ est compacte. 

Soit A un  dl6ment du groupe H,  voisin de l ' identitd. On se propose 
d 'd tudier  l ' image rdciproque g-1 (Np-q), oh g -~ A o / .  I1 est  clair, 
t ou t  d 'abord ,  que si A est assez voisin de l ' identit6,  l ' appl icat ion g est  
elle aussi t-rdgulibre sur N~-q;  en effet,  si on  prend A assez voisin de 
l ' identi td pour  q u e  I] A (y) - -  Y ll dans My soit s t r i c tement  infdrieure 
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la distance de Np-q h la fronti~re de /(Q), l ' image r~ciproque 
g-1 (Np-q) sera tou t  enti~re contenue darts Q. 

On peu t  de plus supposer  A assez voisin de l ' identi t6 --  au point  de 
r u e  de l 'dcart  sur les ddriv~es partielles du premier  ordre --  pour  que 
l 'applicat ion g, soit, comme / ,  de rang q sur route  q-boule B x. Dans 
ces conditions, l 'appl icat ion g est t-rSguli~re. On va  mont re r  que, moyen-  
nant  dventuel lement  une approx imat ion  un  peu plus serrde, les deux  
sous-vari6t6s W n-q = f-1 (N~-q) et  W r = g-1 (Np--q) sont  isotopes dans 
V ~. La  ddmonst ra t ion  ne fait  que suivre un  schema donn~ par  Seifert  
dans [21]. 

Ddsignant par  (y~) un syst~me de q fonctions coordonn~es t ransverses  
au voisinage du poin t  y = / (x)  de N~-q,  ~ t ou t  point  z ~ Bx, asso- 
cions le point  de R q dont  les coordonn~es sont  ys(g(z)) ;  on d~finit 
ainsi une appl icat ion L : B~ -~ R q qui, si g =- ],  donne l 'hom~omor-  
phisme iden t ique ;  l ' image r~ciproque L -1 (0) est l ' intersect ion de B z 
avec la varidt~ W I = g-1 (Np-q). 

e ddsignant toujours  le r ayon  de B~, on peu t  prendre  A assez voisin 
de 1, donc g assez voisin d e / ,  pour  que, I] L (z) - -  z I I ( e, uni form~ment  
en x,  e t  pour  tou t  syst~me (yj) associ~ s y = [ (x) .  Ceci implique que la 
sphere L ( S  q-l) image du bord  S q-1 de B~ est homotope  ~ Sq-1 dans 
l 'espace R q --  O, priv~ de l 'origine 0 .  I1 en rdsulte que le degrd de l 'ap- 
plication L ,  est, sur le point  0 ,  dgal s celui de l 'applicat ion identique,  
et est donc ~gal s ~- 1. Pa r  ailleurs, l 'appl icat ion L e s t  de rang m a x i m u m  
en tou t  point  de B~ : au voisinage de t ou t  point  z de Bx, L e s t  un  hom~o- 
morphisme local, et  par  suite, l ' image r~ciproque L -~ (0) ne peu t  conte- 
nir que des points isolds ; comme tout  point  de B~ est appliqud sur Rq 
avec le degrd ~-1 (signe du jacobien de l 'appl icat ion L),  1'image r~ci- 
proque L -~ (0) est fortune d 'un  point  x ~ unique.  Ainsi W ~ ne rencont re  
chaque boule B~ qu 'en  un  point  unique x ~ ; la correspondance x -> x ~ 
est un  homdomorphisme de W n-q sur W ~-q .  De plus, comme x ~ 
peut  6tre jo int  s x par  un arc gdoddsique s ( x ,  x ~) dans B~, on peu t  
d~finir dv idemment  une isotopie qui d~forme W ~-q sur W ~n-q. On 
obt ient  ainsi: 

Th6or~me I. 6. Soit  / une application de classe C ~ de la varidtd com- 
pacte V n dans M~,  t-rdguli~re sur la sous-varidtd compacte N p-q. Alors, 

pour tout homdomorphisme A de H du voisinage tubulaire de N~-q,  azsez 
voisin de l'identitd dans H,  l 'application g = A o ~ est t-rgguli~re sur 
N~-~, et les deux sous-varigtgs Wn-q = [-1 (Np-q) ; W~--q = g-1 (N~-a) 

sont isotopes dans V n. 
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CHAPITRE II 

Sous-vari~t~s et classes d'homologie d'une varibt~i 

1. G~n~ralit~s. Soit V '~ une varidt6 orientable; orienter V ~, c'est 
faire choix, dans le groupe d'homologie enti~re H a (V  n ; Z) d'une classe 
privildgi~e, qu'on appellera classe /ondamentale de la varidtd V n ainsi 
orient~e. Dans V ~ orientde, la dualitg de Poincar4 s 'exprime par un 
isomorphisme canonique entre ]e groupe d'homologie H ~ _ k ( V ~ ; Z )  et 
le groupe de cohomologie H k ( V n ; Z ) .  On appellera classes correspon- 
dantes deux classes images l 'une de l 'autre pour cet isomorphisme. Si le 
groupe des coefficients est le groupe Z 2 des entiers mod 2, la classe fonda- 
mentale de Hn(Vn;Z2) est ddfinie de faqon unique, m~me si V ~ n'est 
pas orientable, et l'isomorphisme, dit de Poincard-Veblen, entre 
H , _ k ( V  '~ ;Z2) et H k ( V n ; Z z )  est canoniquement ddfini. Ici, et dans tout  
ce qui suit, nous supposons la varidt6 V ~ compacte ; nous ne ferons qu'in- 
diquer bribvement la g6n6ralisation possible des rdsultats aux varidt6s 
paracompactes non compactes. 

Soit W v une sous-varidtd de dimension p. L'application identique 
i :  WP-> V ~ induit un homomorphisme i .  de l'homologie H v ( W  p) 
dans l'homologie H r ( V  n) ; soit z e H v ( V  '~) la classe image par i .  de la 
classe fondamentale de la varidtd W v. On dit alors que la classe z e s t  
rdalisde par la sous-varidtd W p . La question envisag4e ici est la suivante : 
une classe d'homologie donnde z d'une vari6t6 V n est-elle r~alisable par 
une sous-vari~t6? Le problbme, on le verra, regoit des rdponses tr~s dif- 
fdrentes suivant que le groupe des coefficients est le groupe Z des entiers 
ou le groupe Z 2 s deux dldments. Dans le premier cas, on supposera tou- 
jours, m6me si on ne le rappelle pas explicitement, que la varidtd V n 
considdrde est orientable, et munie  d'une orientation /ixde, bien qu'arbi- 
trairement choisie. 

2. Complexe associ6 ~ un sous-groupe ferm6 du groupe orthogonal. Soit 
G un sous-groupe ferm6 du groupe orthogonal ~ k variables O(k) .  
On sait que tou~ espace fibr6 en sphbres S k-1 dont G est groupe de struc- 
ture est induit d 'un espace fibr6 universel Ea,  dont la base B~ est une 
varidt6 compacte ; (on se restreint ici, dvidemment, aux espaces fibrds 
dont la base est de dimension finie ~ N). D6signons par A a l e  ({map- 
ping cylinder>> de l 'application fibrde E a --> B a, espace fibrd en k-boules 
sur B a ;  c'est une varidtd d bord de bord Ea ;  on ddsignera par A~ 
le compldmentaire A a --  Eo ,  espace fibr4 en k-boules ouvertes associ6 

E a (Cf. [27]). 
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D6finition. On appellera complexe associd au sous-groupe G de 0 (k), 
l 'espace d~not~ M(G) obtenu s par t i r  de As; par  identification en un  
point  a de son bord  EG; M(G) est, si l 'on veut ,  la compactification 
d'Alexandro// de l 'espace fibrd en boules ouvertes  A~. 

Cohomologie de M(G). La cohomologie Hr(M(G)) s'identifie, pour  
tou t  r ~ 0, s la cohomologie ~ supports compacts H~(M(G)),  ou encore, 

la cohomologie relat ive H r (AG, E~,). Or, on a l ' isomorphisme classique 
de la th~orie des espaces fibres en boules ouver tes  (Cf. [26]): 

* H r -  k r r q~a : (Bo) --> HK(Aa) ~ H~(M(G)) 

les coefficients dtant  pris dans le groupe Z 2 en g4ndral, dans Z si l 'espace 
fibr5 Ea est orientable (G connexe).  La  cohomologie H*(M(G)) s'ob- 
t ient  donc, pour  les dimensions r ~ 0, en majoran t  de ]c unit6s la gra- 
duat ion de la cohomologie H*(B(~) de l 'espace classifiant B~. En  par- 
ticulier, le premier  groupe H ~ (M (G)) non nul, pour  r ) 0, est H k (M (G)) ; 
il est engendrd par  la classe U e Hk(M(G))  ddfinie par :  

v = 

oh ~o G ddsigne la classe-unitd de H~ La classe U sera appelde 
classe/ondamentale du complexe M(G). Rappelons  que U est une classe 
s coefficients entiers si E o est orientable (G connexe) ; c 'est une classe 
mod 2, si Ea  n 'es t  pas orientable (G non connexe). 

3. Le th~or~me fondamental .  D6finition. On dira qu 'une  classe 
de cohomologie u E Hk(A)  d 'un  espace A est rdalisable pour le groupe 
G ( O (/c), ou encore:  admet une G-rdalisation, s'il existe une applicat ion 
[ : A -I> M(G) telle que u soit l ' image, pour  l 'homomorphisme [* indui t  
pa r  [,  de la classe fondamenta le  U du complexe M (G). 

Nous avons alors le th6or~me: 

Th6or6me II. 1. Pour qu'une classe d'homologie z E H~_k ( V~), Ic ) O, 
puisse ~tre rdalisde par une sous-varidtd W n- k dont l'espace [ibrd des vec- 
teurs normaux admet G pour groupe de structure, il [aut et il su//it que la 
classe de cohomologie u �9 H k (V ~) correspondante 5 z soit rdalisable pour 
le groupe G. 

i) La condition est ndcessaire. Supposons qu'il  existe dans V ~ une 
sous-varidt6 W ~-k dont  la classe fondamenta le  appar t i en t  s z ;  soit N 
un voisinage tubulaire normal de W ~-k, de bord  T. La  f ibrat ion gdo- 
d6sique normale  p : N --> W n- k admet ,  par  hypoth6se,  G pour  groupe de 
s t ructure .  N e s t  indui t  de l 'espace universel  Aa par  une applicat ion 
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g : W '~-1' --> B a ; il existe done une application F : N -~ A a 
que fibre sur fibre), telle que le diagramme:  

F 
N ~ A a  

, l ,  1,~ 
W "-k "Bo 

(qui appli- 

soit commutat i f .  

La  restriction de F au bord T de IV applique T dans le bord Ea 
de A a. Si l 'on ddsigne par  ~0", resp. q~ ,  les isomorphismes des espaces 
fibr6s en k-boules N ,  resp. A a ,  le d iagramme:  

F 
H k (N, T) �9 H k (Aa ,  Ea) 

Ho(W,~-~) �9 I t~  
est 6galement commutat i f .  

Par  ailleurs, soit j .  : H k ( N ,  T) - > H ~ ( V  "~) l 'homomorphisme cano- 
nique d6fini par l ' injection ; on sait que dans la vari6t6 ouverte N / 
N -- T ,  la classe ~0" (co) correspond -- par la dualitd de Poincar6 -- 
la classe d'homologie fondamentale  de la base W n-k  (Cf. [27] Th. I .  8). 
Par  suite, la classe ~. q*(eo) E H k ( V  "*) n'est  autre que la classe u cor- 
respondant  K z. 

Dfisignons par h : A  a -~ M(G)  l 'application obtenue en identif iant  en 
un point a le bord E a de A a ; l 'application composde h o g applique 
le bord T de N sur le point a ;  par suite, l 'application h ~ peut  gtre 
fitendue ~ route la vari6t6 V~: il suffit d 'appliquer le compl6mentaire 
V ~ -- N sur le point a ; on d6finit ainsi une application / de V ~ dans 
M(G), pour laquelle on a bien: 

~. ~* (w) -~  u,  d'aprbs le diagralnme commu- / * ( U )  = / = 

t a t i f  (1). 

ii) La  condition est suHisante. Supposons qu'il  existe une application 
I de V ~ dans M ( G ) ,  telle que I * ( U ) ~  u ;  l 'espace M(G) ,  privd du 
point exceptionnel a ,  est une varidtd diff~rentiable ; on pourra rdgulariser 
la restriction de / au compl~mentaire F ~ - - / -X(a) ,  de fa~on ~ obtenir 
une nouvelle application /1, voisine d e / ,  qui soit diffdren~iable de classe 
C ~ sur V n -- ]-1 (a) ; on appliquera alors ~ l 'application /1 le thdorbme 
I .  5. On pourra ainsi ddfmir une application F ,  arbi t ra i rement  voisine 
d e / ,  telle que l ' image r~ciproque F - I ( B a )  soit une sous-varidt6 W n-k  ; 
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l'espace des vecteurs normaux s W n-k ,  induit de l'espace AG, admet G 
pour groupe de structure. Ddsignant alors par ~* l'isomorphisme ~* 
associ~ s un voisinage tubulaire normal de W n-k dans V n, la classe 
u ~ - / * ( U ) ~ - - F * ( U )  n'est autre que j .~*(oJ),  ~o classe-unit~ de 
W ~-k ; comme on l'a vu en i), ceci exprime que u correspond par la dua- 
litd de Poincard ~ ]a classe du cycle fondamental portd par la sous- 
varidt5 W ~-k.  

Extension du thdor~me I I .  1 aux  varidtds paracompactes non compactes. 
Rappelons que dans une vari~td paracompacte non compacte, il existe 

autant de th~or~mes de dualit~ que de familles (r de sous-ensembles 
fermds utilis~s pour ddfinir homologie et cohomologie (Cf. [26], Th. 0.3). 
On peut se poser, dans ces conditions, la question suivante: une classe 

n d'homologie s supports dans (~),  z ~ H,~_k(V ) peut-elle ~tre r~alisde par 
une sous-varidtd W~-k? Peu de modifications doivent 6tre apportdes 

la ddmonstration prdcddente pour y rdpondre: on observera d'abord 
que le voisinage tubulaire normal d'une sous-varidtd paracompacte peut 
toujours ~tre ddfini, s condition de prendre son rayon dventuellement 
variable. Disons de plus qu'une application / :  V--> M est ~b-propre, 
si ]'image rdciproque /-1 (K) de tout compact K de M apparticnt ~ (r 
(si ~ est la famille ~fdes  compacts de V, on retrouve la ddfinition clas- 
sique des applications propres). On aura alors le thdor~me: 

Th~ori~me II. 1 r. Pour qu' une classe z e H , _ k  ( V ~) soit rdalisable par 
une sous-varidtd dont l'espaee /ibrd des vecteurs normaux admette G pour 
groupe de structure, il ]aut et il suHit qu'il existe une application ~ : 
V~-->M(G),  ~-prop~re sur M ( G ) - - a ,  telle que la classe image 
/*(U) ~ H~ ( V ~) correspo~de ~ z par la dualitd de Poincard. 

4. Cas off G se r~duit ~ l~l~ment unit~ e e 0 (k). L'espace classifiant 
B a se r~duit alors s un point, A a est une/c-boule ferrule et le complexe 
M(e) n'est autre que la sphere S ~. Disons qu'une classe de cohomologie 
entibre u d 'un espace A est sphdrique, s'il existe une application / : A--~ S k, 
telle que u ~ /* (s~), s k ddsignant la classe fondamentale de H k (Sk ; Z) .  
Le thdor~me I .  1 nous donnera alors: 

Th~or~me II. 2. Pour qu'une classe d'homologie z ~ H~_ ~ (V  "~ ; Z) de 
la varidd orientable V ~ puisse ~tre rdalisde par une sous-varidtd dont 
l'espace /ibrd des vecteurs ~ormaux eat trivial, il ]aut et il su/]it que la 
classe de cohomologie u ~ H k ( V n ;  Z) correspondant ~ z soit sphdrique. 

On ne connait pas, en Topologie Algdbrique, de condition ndcessaire 
et suffisante pour qu'une classe de cohomologie donn~e soit sph~rique ; 
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le seul rdsultat  de na tu re  gdn6rale a dt6 obtenu  par  J.  P. Serre [22] ; le 
voici:  

Th6orbme II. 3. Pour  route elasse x E H k ( A ; Z )  d 'un espace A de 
d imens ion / in ie  n ,  avec k impair ,  ou n ( 2k ,  il existe un entier non nul  N ,  
ne ddpendant que de k et de n ,  tel que la classe multiple N �9 x soil une 
classe sphgrique. De l~, on ddduit :  

Th6orbme II. 4. Soil z e H ~ _ k ( V  ~; Z) une classe d'homologie enti~re 
de la varidtg orientable V "~, avec k impair,  ou n < 2k .  I1 existe alors un 
entier non nul N ,  ne ddpendant que de k et de n ,  tel que la classe multiple N.  z 
puisse ~tre rdalisde par une sous-varidtd W ~- k dont l'espace /ibrd des vee- 
teurs normaux  est trivial. 

5. Description des complexes M(O(k) )  et M ( S O ( k ) ) .  I1 rdsulte im- 
mddia tement  du thdor~me I I .  1 qu 'on  a l e s  th6orbmes suivants,  qui mon- 
t r en t  l ' impor tance  des complexes M(O(k) )  et M(SO(k) ) :  

Th6ori~me I I .  5. Pour qu' une classe d'homologie z e H , _  k ( V'~ ; Z) de la 
varidtd orientable V n soit rdalisable par une sous-varidtd, il /aut et il suHit 
que la classe de cohomologie u correspondant dt z soit rdalisable pour le 

9roupe des rotations. 

Th6ori~me I I .5 / .  Pour  qu' une classe d'homologie mod 2 z e H=_~( Vn; Z 2) 
de la varidtd V n soil rdalisable par une sous-varidtd, il /aut et il suHit que la 
elasse de cohomologie u correspondant dt z admette une rdalisation ortho- 

gonale. 
On ddsignera par  G k la grassmannienne des k-plans non-orientals dans 

un  espace euclidien R m, oh m est tr~s grand.  Gk est, c 'est  bien connu, 
l 'espace classifiant Bo(k) associ6 au groupe or thogonal  O(k).  On 

/ x  

ddsignera par  G k la grassmannienne des k-plans orientals dans R m ; c 'est 
h 

le classifiant Bso(~ ) associ6 au groupe des rota t ions  S O ( k ) .  G k est 
un revgtement  K deux feuillets de G k. 

L 'espace  fibrd universel  Eso(k ) s 'obt ient  en associant ~ tou t  k-plan 
h 

de Gk son intersect ion S k-1 avec la sphbre de r ayon  1 dans R m ; Eso(k ) 
peut  donc 6tre considdr6 comme l 'espace des couples formds d 'un  k-plan 
orientd et  d 'un  vec teur  uni ta i re  contenu dedans ; associons ~ ce couple 
le (k - -  1)-plan or thogonal  au vec teur  dans le k-plan;  on d6finit ainsi 

h 

une f ibrat ion de Eso(k ) sur la grassmannienne G k-l, la fibre 6tant  une 
sphbre S m-k, de grande dimension. Pa r  suite, pour  les dimensions in- 
fdrieures ~ la dimension classifiante m --  k ,  Eso(~ ) a mgme ty p e  d 'homo- 

32 



topic que la grassmannienne Gk-1; et l 'injection Eso(k ) -+Aso(k ) 
s'identifie -- au point de rue  de l 'homotopie -- ~ l'application canonique 
/ X  2% 

G~-I-+G~ d~duite de l'injection du sous-groupe S O ( k -  1) dans 
SO(X). 

Cohomologie de M(SO(]c)) .  Pour les dimensions r ) 0 ,  la cohomo- 

logie H * ( M ( S O ( k ) ) )  s'identifie ~ la cohomologie relative U(Gk, Gk-1) ; 
on la d~terminera grs ~ la suite exacte: 

2% i *  2% ~ *  2% ^ 
H r (Gk) -~ H r (Gk_i) --" Hr+l (Gk ,  Gk-1) ~ Hr+l  (Gk) ~ (2) 

Oh l 'homomorphisme i* est bien connu. 
Cohomologie rood 2. On sait (cf. [3]) que la cohomologie H*(Gk;Z2) 

est une alg6bre de polyn6mes engendr6e par ( I t -  1) g6n6rateurs: 
W2, Wa, . . ,  W k, oh W~, de degr~ i, est la i ~'~ classe de Stie/el-Whitney. 
II est bien connu que les classes Wj s'appliquent l'une sur l 'autre par 

l 'homomorphisme i*;  par suite, la cohomologie relative H* (Gk, (~-1) 
s'identifie i~ l'iddal engendrd par la classe W k dans l'alg~bre de polyn6mes 

/ %  

H*(Gk ;Z2). On retrouvera directement ce r~sultat en consid~rant, 
comme au n o 2, l 'isomorphisme ~*. 

Cohomologie rood p,  p premier ) 2. Distinguons deux cas : 
t %  

i) /~ impair, lc = 2 m - ~  1. H*(G~;Z~,) est une alg~bre de polyn6mes 
engendrde par des gdn6rateurs p4i de dimension divisible par 4 
(classes de Pontr]agin, r~duites mod p): 
p 4  p8 . . . .  p4~. 

/ %  

ii) /c pair, k -~ 2 m f . H* (G ~ ; Z~,) est une alg~bre de polyn6mes engendrde 
par les classes de Pontr~agi~, r~duites mod p: 
p4, ps . . . .  p4~t-4 et la ((classe fondamentale~) X ~m~ . 

Dans l 'application canonique G k-~ G k+~, les classes de Pontrjagin 
p4~ s'appliquent l 'une sur l'autre, sauf, si k est pair, la classe de dimen- 

/ %  

sion maximum de H ~ (G ~+~), P ~ ,  qui se trouve appliqude par i* sur le 

cup-carr4 (X~)  ~ de la classe fondamentale X ~ H ~ ( G ~ )  (cf. [5]). 

I1 en rdsulte: si ]c est pair, H*(G~, G~_~) s'identifie s l'id~al engendrd 
A 

par la classe X ~ dans H*(G~) ; si k est impair, H * ( M ( S O ( k ) )  s'iden- 
title s une alg~bre extdrieure de gdn~rateur 5 '  (X~m~). 

Cohomologie de M (O (It)). 
/ %  

On utilise la m~me suite exacte que (2), oh les G~ remplacent les G~. 
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Cohomologie mod 2. La cohomologie H*(G k ;Z2) est une alg~bre de 
polynSmes, engendrde par k g~ndrateurs W1, W~, W3 . . . .  W k. Comme 
pr~c~demment, on trouve que H*(G~, Gk_I;Z2) s'identifie s l'iddal J 
engendrd par la classe W ~ dans H* (G k ; Z2). 

Cohomologie mod p, p premier ) 2. Soit g le groupe d'automorphismes 

du rev6tement ~ deux feuillets G k --> G k. On vdrifie aisdment les pro- 
pri4tds suivantes: les classes de Pontrjagin p4i sont invariantes pa r / / ;  
par contre, g transforme, si k est pair, la classe fondamentale X ~ en son 
oppos4e -- X~. D'apr~s un r~sultat classique de la thdorie des rev6te- 
ments (B. Eckmann [9]), il en r~sulte que: pour k impair, H*(G~;Z~) 

/% 

est isomorphe s H*(Gk ; Z~) ; pour /~ pair = 2m, H*(G k ; Z~) est une 
alg~bre de polynSmes engendrde par tes classes de Pontrjagin: 
p~, ps . . . p4m-4 et le cup-carr~ (Xk) 2 de la classe fondamentale X k ; 
(en effet, si X* n'est pas invariant par g, par contre (x  k) 2 l'est). 

Usant toujours de la suite exacte analogue ~ (2), on en dgduit : 

i) k impair = 2m-k  1. Comme H*(Gk;Z~)  et H*(G2m;Z~) sont 
des alg~bres de polyn6mes isomorphes, et que cet isomorphisme est in- 
duit par i* (rappelons que i * (P  *m) -~ (X2,,)*), on obtient: 

Hr(Gk,Gk_I;Z~) = 0 pour tout  r } 0 .  

ii) k pair -~ 2 m . On trouve immgdiatement que H * (G k ; G ,_I) s'iden- 
title ~ l'id~al engendr6 par la classe (X~) * dans l'alg~bre de polyn6mes 
H*(G~ ; Z~). 

Groupe /ondamental. De fa~on gdn~rale, le groupe fondamental du 
complexe M (G) s'obtient s partir du groupe fondamentM de A a (ou Ba) 
en annulant ceux des dl~ments qui sont images par l'injection E a -~ A~ 
d'~l~ments de g~(E~). Ceci nous donnera: 

a) comme ;7l~l(Gk) : 0 ,  o n  a ~i(M(SO(]c))) -~ O. 

b) l'homomorphisme i ,  applique z~(G~_~)~Z~ sur ~ I (G~)~Z2 ;  
done g~(M(O(k))) ---- 0 pour k ~ 1. 

Les complexes M(O(I~)) et M(SO(]c)) sont simplement connexes; 
comme leur premier groupe de cohomologie, de dimension ~ 0, est H~, 
on en ddduit que ces espaces sont asphdriques jusqu'en dimension k -- 1, 
incluse. Le premier groupe d'homotopie non nul est z~(M(O(]c))) = Z~ 
et ze~(i(SO(]c)))  = Z .  

Nous allons maintenant dnoncer un th~or~me de topologie, qui permet 
de ramener la ddtermination de l'homotopie d 'un espace ~ des propri4t~s 
de cohomologie ; le principe en est dfi ~ J. H. C. Whitehead [29]. 
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Th~or~me I I .  6. Soient X ,  Y deux complexes simplement connexes, 
et ] une application de X dans Y ,  telle que / induit un isomorphisme de 
H r ( y )  sur Hr (X)  pour r ( k ,  e tque / * : H k ( y ) - - > H k ( X )  est biuni- 
voque, et ceci pour tout corps Z~ de coe//icients. Dans ces conditions, il 
existe une application g du k-squelette de Y dans X ,  telle que / o  g et 
g o ] (restreintes aux (k -- 1)-squelettes) sont homotopes ~ l'identitd. 

I1 en rdsulte, en particulier,  que X et  Y ont  m~me k-type : leurs groupes 
d 'homotopie  sont  isomorphes pour  toute  dimension ~ k --  1. 

On subst i tue  au comptexe Y le mapping cylinder Y~ de l 'appl icat ion 
/ :  Y est rd t rac te  par  d~formation de Y', e t  lui est  homotop iquemen t  
~quivalent ; dcrivons la suite exac te :  

Hr( y ') f-~ Hr (X)  --~ Hr+I( Y ' , X )  --> Hr+I(X) ---> Hr+I(Y ') . 

Les hypotheses  faites sur / expr iment  prdcis~ment que H r ( Y~, X ; Z~) 
~-- 0 pour  tou t  premier  p e t  r ~ k ;  par  dualitd sur le corps Z~ des 
coefficients, on en ddduit  : H r (Y~, X ; Z~) ~- 0 r ~ k,  et, de l~, par  la 
formule des coefficients universels : H r (Y~, X ; Z) ~- O, r ~ Ic. Puisque 
X et Y sont s implement  connexes, on peu t  invoquer  le thdor~me d 'Hure -  
wicz re la t i f  [15], et  en ddduire:  zT(Y ~, X) ~ 0 pour  r ~ k. On pour ra  
par  suite d~finir une applicat ion g:  y r  __> X ,  inverse de l ' injeet ion f ,  
sur le k-squelette de Y~ telle que g o / ~  identi td rood X (k-x~ et  
f o g __~ identi td sur yrk ,  oh X (k-~J ddsigne le (k - -  1)-squelette de X .  

0 u  a vu  plus hau t  que les groupes de cohomologie Hk+i(M(O(k) ) ) ,  
resp. M ( S O ( k ) ) ) ,  sont  ind~pendants  de/c,  t an t  que i ( k. Nous allons 

ici d~montrer  que la m~me propridt5 vau t  pour  l 'homotopie .  

Th~or~me I I .7 .  Les groupes d'homotopie ~k+~ (M(O(k ) ) )  (resp. 
M ( S O ( k ) ) )  sont, pour i ( k ,  inddpendants de k.  

Ceci const i tue un  thdor~me de suspension, tout -s  analogue s celui 
des sphSres. 

Spit Ao(k_~) l 'espace fibrd en (k --  1)-boules ouvertes sur la grass- 
mannienne G~_~ ; ddsignons par  A ~ ~ I ,  le ((joint)) (au sens de Whi tney)  

! 
de l 'espace fibrd Ao(~_~) par  une s t ruc ture  tr iviale de dimension I (en 
segments ouver t s ) ;  il existe une  applicat ion canonique i:G~_~--)-G~, 
qui indui t  cet espace fibrd A~ |  I en/c-boules  ouver tes :  c 'est  dvidem- 
ment  l 'appl icat ion i prdcddemment  consid5rde, d~duite de l ' inject ion 
O(k --  1) ( O( k ) .  Cette appl icat ion i se re l ive  en une appl icat ion ] de 
A ~ | I dans I ~ ; Ao(~) compactifions A ~ | I pa r  l ' ad jonct ion  d 'un  
point  ((~ l'infini)) x e t  spit X l 'espace ainsi obtenu.  / se prolonge en une  
applicat ion _F : X --> M(O(k))  et  l ' homomorphisme F* indui t  par  F 
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est un isomorphisme de Hk+t(M(O(k))) sur H~+i(X) pour tout 
i ( k - - 1 ;  pour i =  k - - 1 , F *  est biunivoque. Par ailleurs X et 
M(O(]c)) sont simplement connexes. On peut donc appliquer le th~o- 
r~me I I .  6, ce qui montre que les groupes d'homotopie ~ k+~ de X et de 
M(O(k)) sont isomorphes pour i ( k  -- 1. 

D~signons par T ( k -  1) le complexe suspension de M(O(k -- 1)), 
et soient 10 et 1o / les deux pSles de la suspension ; ddsignant toujours par a 
le point ((~ l'infinb~ de M(O(k)) , soit g l'application qui identifie tout  
le segment [10 a 10 ~] en un seul point x ; le complexe ainsi obtenu n'est 
autre que X ;  ici encore, g satisfai~ aux conditions du thdor~me I I . 6  
(on peut mgme montrer que g est une homotopie-dquivalence) ; par suite, 
les groupes d'homotopie de T(k  -- 1) et de X sont isomorphes. 

Or, on a le thdorbme suivant : soit K un complexe asphdrique jusqu'en 
dimension n -  1 incluse, T(K)  la suspensior~ de K ;  d6signons par 
E : ~ j ( K ) - > g j + I ( T ( K ) )  l 'homomorphisme de F.reudenthal; E est un 
isomorphisme sur pour ~" ( 2n. (CT. Blakers-lV[assey [2]). 

La suite des isomorphismes: 

E 
gk_l+,(i(O(Ic -- 1))) -+ ~k+,(T(k -- I)) --> gk+,(X) ~ ~k+,(M(O(lc)) 

i ( ~ - 1  

ach~ve la ddmonstration du th4or~me. La ddmonstration serait tout-h 
fait analogue pour M(SO(k))  . 

6. Etude du type d'homotopie de M(0(k)}. Avant d'aborder la d~- 
termination des groupes d'homotopie de M(0 (k ) ) ,  il est n~cesssire 
de rappeler quelques rdsultats g~ndraux sur les complexes d'Eilenberg- 
Mac Lane d'une part, et sur la grassmannienne d'autre part. 

Ra10pel sur les complexes d'Eilenberg-Mac Lane. 
Si z ddsigne un groupe abdlien, on appelle com101exe d'Eilenberg-Mac 

Lane K (~, n) tout  espace connexe dont tous les groupes d'homotopie de 
dimension ) 0 sont nuls, s l'exception de zn (K (z, n))-~ ~ ; tous ces espaces 
ont m6me type d'homotopie, et il en existe un qui est un complexe sim- 
plicial. Si de plus le groupe g est de type fini, il existe un complexe 
K ( z ,  n) qui est un eomplexe simplicial dont le q-squelette est un com- 
plexe/ ini .  Comme cette propridt~ n'est pas absolument classique, indi- 
quons en bri~vement la ddmonstration, qui se f a r  par induction sur 
l'entier q; pour q : It, le k-squelette de K(~,  n) se compose d'un 
hombre fini de spheres Sk; soit Kq le q-squelette, supposd fini par in- 
duction; en vertu des thdor~mes de Serre [24], ]e groupe d'homotopie 
gq(Kq) est de type fini ; on peut l 'annuler en adjoignant h Kq un nombre 
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/ini de (q ~- 1)-cellules, dont les q-spheres bords sont appliqudes dans Kq 
par des applications qu'on peut supposer simpliciales ; on obtient ainsi 
un complexe/ini K q+l, dont tousles groupes g, ( K  q+l) a v e c  k ( i ~ q, 
sont nuls. C'est le (q ~- 1)-squelette cherch~. 

On ddsignera les groupes de eohomologie de K ( z ,  n) ~ coefficients 
dans G par la notation abr~gde Hr(u,  n ; G ) ;  rappelons que le group�9 
H~(G, n ;  G) poss~de une ((class�9 /ondamentale)) qu'on notera ~. Pour 
tout�9 class�9 de cohomologie u �9 H ~ (A ; G) d 'un espace A, il exist�9 une 
application ]: A --> K ( G ,  n) tell�9 que u ----/*(t). 

La cohomologie des complexes K (Z , n ; Z~) et K (Zp, n ; Z~) a dtg 
ddtermin~e par J. P. Serre et H. Cartan. Rappelons-iei certains de leurs 
rdsultats. 

Cohomologie de K ( Z  2, n).  (Cf. l'article de J. P. Serre [23].) 
La cohomologie H* (Z2, k ; Z2) est engendrde par des carrds de Steen- 

rod 6) de la classe fondamentale e � 9  k;Z2) et par leurs 
cup-produits ; pour h ( k (pattie stable de H* (Z 2, k ; Z2), le groupe 
Hk+h(Z~, k ;Z2) est engendr~ par les carrds it~rds Sq ~1 S q i * . .  Sq~*(e), 
oh Z, ,  i~ = h ; une base de ce groupe est donnde par les suites de carrSs 
it~r~s: Sqi ISq  i2 . . .  Sq ir avec il ~ 2i2;i2 ~ 2i3 ;i3 ~ 2i~ ..  i~_ 1 ~ 2i~. 
Une telle suite de Sq i sera appel~e, comme dans [23], suite admissible, 
et symbolisde par la notation Sq I. Le rang du groupe Hk+h(Z2, k ; Z2), 
soit c (h), est dgal au hombre des partitions de l'entier h (sans considera- 
tion de l'ordre des term�9 en entiers de la /orme 2"* -- 1. 

On a des rdsultats sensiblement analogues pour H (Z, Ic ; Z2). 
Cohomologie de K (Z, k) dt valeurs dans Z~, p ) 2. 
I~ous utiliserons seulement le rdsultat suivant de H. Cartan [7]: 

L'alg~bre H* (Z, k ; Z ~ )  est engendrde par des puissances de Steenrod ~) 
itdrdes de la class�9 fondamentale ,. 

Rappel sur la grassmannienne G ~. 
On a vu que H* (G e ; Z~) e s tune  alg~bre de polyn6mes engendr5e par 

les k g~n~rateurs W~, 1 ~ i ~ k, classes de Stiefel-Whitney. I1 est 
souvent utile de considgrer les Wi comme/onctions symdtriques gldmen- 
taires de k variables t~, t2 �9 �9 �9 t ,  de degr~ 1. Ces variables tr, introduites 
formellement par Wu Wen-Tsiin, ont re~u une interprdtation topologique 
dans la th4orie de Borel-Serre [4-5]. L'introduction des variables t~ conduit 
aux formules de Wu [34], qui donnent les carrds de Steenrod des W~ : 

t W,_~. Wi+ ~ (3) 

e} Pour la d6finition ot los propri6t6s des carr6s et puissances de Steenrod, voir N. 
E. Steenrod [25]. 
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Le Lemme suivant, dont je dois la d~monstration ~ J. P. Serre, montre 
qu'on peut, dans une certahm mesure, substituer la grassmannienne G k 
au complexe d'Eilenberg-Mac Lane K(Z~, lc). 

Lemme II .8.  Toute combinaison lindaire de Sq i itdrds, de degrd total 
h ~ k,  qui est nulle sur la classe W k ~ H k ( W k ; Z ~ ) ,  est identiquement 
nuUe. 

Observons d'abord que toute clnsse de la forme Sq l (W~)  -- oh la 
suite I n'est pas n~cessairement admissible -- est de la forme W k" QI, 
oh Qz est une classe de H h (G k), polynSme de poids totM h par rapport 
aux Wi. Tout se passe done dans l'id6al ff engendr~ par W~ dans 
t t  * ((T k) . 

Introduisons entre les monSmes en W i une relation 4'ordre (R) ainsi 
d4finie: ordre lexicographique obtenu en posant W m ~ W~ si m ( n .  
Par exemple: W4 ,( W4 �9 (W1) ~ ,( W4 �9 W2 �9 W1 ,( W4 �9 W3. 

Soit Sq ~ ~ Sq  i~ Sq i~ . . .  Sq  it, oh les i m forment une suite admis- 
s/b/e ( i ~ _ ~ 2 i ~ ) ;  formons Sq  t W ~  W k . Q z .  Je dis que Qx 
Wi~ Wi, "" Wit + des mon6mes tous strictement infdrieurs pour (R) k 
Wit �9 W~, �9 Wi, . . .  W~.  Ceci se ddmontre par rdcurrence sur l'entier r ; 
si r :  1, la formule (3) donne, en ce cas: Sq i W~ ~-- W ~ . W I  et 
Q~ ~- W~ et rien d'autre. Supposons la propri~t4 ~tablie pour r -- 1, 
et consid~rons : 

Sq  ~ WI, = Sq i ' (Sq  i~ . . .  Sq  ~ Wk) ~ S q ~ ( W ~  �9 P) ,  oh, par hypo- 
th~se, le polyn6me P e s t  de la forme W~, �9 W~ . . .  W~r + des mon6mes 
strictemeng inf6rieurs. D6veloppons ce produit: 

Sq i (Wk" P) ~-- Z0< re<ix Sq m (P)" Sq i-m Wk = Z0<m<i, Sq ~ (P)" Wi- , ,"  W~ . 

Si done on a posd Sq ~ W ~ - -  W ~ . Q ~ ,  on obtient: 

Q~ = Zo<~,~<~i~ ,gq" (p )  . W q _ , ,  

Dans cette somme, m ~-- 0 donne P " Wi~ -~ Wi~ �9 Wi~ . . . .  Wit + 
des monSmes strictement infdrieurs pour (R). Par ailleurs, aucun des 
termes du d~veloppement de Sqm(P) ,  m ) O, ne peut contenir un W~ 
sup~rieur ou dgal k Wi~ pour (R). En effet, d'apr~s la formule (3), 
Sqm W, ne contient que des W~ d'indice i (  2s. I1 s'ensuit que 
S q m ( P ) , m ) O ,  ne contient que des Wi dont l'indice i vdrifie: 
i (2 i~  ~ i~. C'est dire que tous ces termes sont strictement inf~rieurs 

pour (R) ~ Wi~ . W i , . . .  Wit .  
De lk on d~duit que toutes les classes Sq~(W~),  lorsque I parcourt 

l'ensemble des c (h) suites admissibles, de degr~ total h, sont linSaire- 
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ment ind~pendantes dans H k+h(Gk); si, en effet, il existai t  ent re  ces 
classes une relat ion lin~aire non triviale, on prendrai t ,  dans cet te  rela- 
tion, le t e rme  sup~rieur pour  (R) ;  on en d~duirait  que ce te rme peu t  
s 'exprimer l in~airement en fonct ion de termes s t r ic tement  inf~rieurs pour  
(R), ee qui est impossible. 

Si l 'on revient  main tenant /~  l ' in terpr~ta t ion des W~ comme fonctions 
sym~triques de/c  variables t m de degr~ 1, le lemme precedent  p rend  la 
forme:  

Lemme I I . 8 /  Les classes Sq1(tl t2 �9 �9 �9 tk), o4 1 parcourt l' ensemble des 
suites admissibles de degrd total h ~ It, sont des fonctions symdtriques des 
t~ lindairement inddpendantes. 

On a vu  que la cohomologie H * ( M ( O ( k ) )  ; Z2) s'identifie s l 'iddal 97 
engendr6 par  la elasse W k dans H*  (G k ; Z2) ; or, pa r  l ' in t roduct ion  des k 
variables t~, on obt ient  une base du groupe H h (Gk) en fo rmant  tous 
les monSmes sym6trisds: 

2 : ( t l )  a ' ( t 2 )  a= . . .  ( t , )  a t  (4) 

oh les entiers  a~ const i tuent  une  par t i t ion  de l 'ent ier  h, et oh on fair 
pour  la symdtr isat ion 2: la convent ion  elassique: on ne prend  du groupe 
sym6tr ique to ta l  ~ k variables que les permuta t ions  ~essentielles, pour  
le mon5me (4), c'est-~-dire un  syst~me de repr6sentants  des classes du 
groupe symdtr ique modulo le sous-groupe qui laisse invar iant  le mon6me 
(4) ; par  exemple : 

2:(tl)(t2) . . .  (t~) = t l .  t2 �9 . . .  t~ .  

Si h ---- X i a~ est une par t i t ion  (co) de h, et  (4) le mon6me associd, on 
d~signera par  ~ un  syst~me de permuta t ions  essentielles pour  (4); 
routes les fois que le signe 27 apparai t ,  dans les calculs, devan t  un  monSme 
tel que (4), la sommat ion  doit  s 'effectuer suivant  un  syst~me de permu- 
ta t ions essentielles, sauf  convent ion  contraire  expl ic i tement  dnoncde. 

On obt iendra  une base pour  la dimension (k -f- h) de l'iddal 97 en multi- 
pl iant  par  W~ = t~ �9 t~ �9 . . .  tk les 61dments de la base (4); on obt ient  
ainsi tous les monSmes sym6trisds: 

~v'(tl)aX+l(t2) a ' + l  . . .  ( t r )  a r + l  t r+ 1 . . .  t ~  . (5) 

En effet, route  pe rmuta t ion  essentielle pour  le monSme (4) est essentielle 
pour  le monSme (5), et  r6eiproquement .  

D6finition. Soit P u n  polyn6me par  r appor t  aux variables t~; on 
dira que la variable t ,  est une variable dyadique du polynSme P, si 
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t n figure dans tous les monSmes de P sous un exposant  nul  ou de la 
forme 2 m. 

Lemme I I .9 .  S i  t n est une  variable dyadique  du  po lynome  P ,  t n 
est dgalement variable dyadique  du po lynome S q  ~ P .  

On sait, en effet, que S q a ( t , ) m =  {:}  (t.)~+a. 

Or, s i m  est non nul, et est une puissance de 2, le coefficient binomial 

{m} e s t n u l ,  s a u f p o u r  a = 0  on a = m ;  (eneffet ,  { p} = 1 m o d 2 ,  

si et  seulement si le ddveloppement dyadique de p contient  celui de q, 
cf. Whitehead-Steenrod [26]). Dans ces conditions, le nouvel exposant  
m + a est encore une puissance de 2. 

D~finition. Dans un mon6me (tl)a~(t2) a2 . . .  (tr) at, appelons /acteur 

non dyadique,  le sous-mon6me constitu~ de toutes  les variables qui ne 
sont  pas dyadiques ; on d~signera par u le nombre de ces variables, par  v 
leur degrd total.  On int rodui t  entre mon6mes en (ti) une relation de pr~- 
ordre (Q) ainsi d~finie : le mon6me X est dit  sup6rieur au mon6me Y pour 
(Q), si u ( X ) } u ( Y ) ,  et, si pour u(X) = u (Y) ,  on a v ( X ) ( v ( Y ) .  

Cela dtant ,  pour tou t  h ~ k, formons les classes: 

X ~  = Z (tx) al+l (tz) a2+1 . . .  (tr) ar+l.tr+l . . .  tk (6) 

oh ~ = { al a2 . . .  a~ } pareourt  l 'ensemble des part i t ions de l 'entier h 
en entiers dont aucun  n'est  de la ]orme 2 m -- 1 (partit ions non dyadiques  

de h) ; on ddsignera par d (h) le nombre de ces partit ions. 
Pour  route dimension m ~ h, formons les classes: 

X m Sql ~m--1 m--2 . . . Sq x W k (7) , _ ~  , Sq  ~ X ~  . . . .  , Sq IhX~h 

oh les S q  Ia parcourent  tou'ves les suites admissibles de carr~s it~r~s 
de degr4 to ta l  (m -- h), et oh (% parcourt  l 'ensemble des d (h) parti- 
t ions non-dyadiques  de h, d~finies en (6). 

J e  dis que routes les classes du tableau (7) sont l indairement inddpen- 

dantes. 

En  effet, prenons dans chacun des ddveloppements de S q  z X ~ ,  ceux 
des monSmes qui sont sup~rieurs pour (Q) ; je dis qu'ils forment  le ddve- 
loppement  de : 

X~oj (tl)al+l (t2)a2+l.,, (tr)ar+l. ~qI (t,+l . . . t~) (8) 

oh la sommation 27 a lieu suivant  le syst~me ~o~ des permuta t ions  essen- 
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tielles pour  le mon6me (6) associd s la par t i t ion  co. E n  effet, t ou t  monSme 
du ddveloppement  de: 

Sq~(t l)a '+l( t2)a~+l . . .  (tr) at+a" tr+l . . .  t k  

est n6cessairement d ' indice u ~< r ,  ear, d'apr~s le Lem m e  I I . 9 ,  les 
variables (t~+l . . . . .  t k) sont des variables dyadiques  ; si l 'on a u = r ,  
deux cas sont  possibles: ou le mon6me provient  du ddveloppement  de: 

(tl) al+l (t2)a2+l . . . (t,) ~'+1" S q I  (tr+l . . .  tk) (9) 

e t  alors v ---- u + h, ou il appar t ien t /~  un  t e rme  p rovenan t  par  carrds 
successifs du facteur  non dyadique  (t~)~+1(t2)~+1 . .  (t~) ~'+a, et, en ce 
cas, l ' indice v est n6cessairement s t r ic tement  plus grand que r - f - h ;  
c 'est  dire que les te rmes  de (9) sont tous supdrieurs pour  (Q) s tou t  au t re  
te rme du d6veloppement  de S q  I X ~ .  D'au t re  part ,  le t e rme (9) ne peu t  
disparal tre  du fait  de la sym6tr isat ion effectude en (8). E n  effet, t ou te  
pe rmuta t ion  des ti essentielle pour  le mon6me (6) est  essentielle pour  son 
fae teur  non-dyadique  (t~) al+l(t2) ~'+1 . . .  (t~) a~+l, qui est aussi le fac teur  
non-dyadique  du te rme (9) ; donc ,  les t ransformds de (9) par  des permu-  
ta t ions de ~ ,  cont iennent  des facteurs non-dyadiques  tous diffdrents, 
et  leur somme ne peu t  6tre nulle, si (9) n 'es t  pas nulle. 

Comme un t e rme  ne peu t  s 'expr imer  en fonct ion lindaire de termes qui 
lui sont s t r ic tement  infdrieurs pour  la re la t ion (Q), il en rdsulte que les 
seules combinaisons lindaires non triviales ent re  classes de (7) ne peuven t  
contenir  que des classes S q  x X ~ ,  dont  les te rmes  supdrieurs pour  (Q) 
ont  m~me indice u = r ,  et  m~me indice v = r + h, donc m6me valeur  
pour  h ; de plus les part i t ions ~o de h figurant dans les X~ de cet te  rela- 
t ion ne peuven t  6tre diffdrentes,  ear alors les termes supdrieurs pour  (Q) 
des ddveloppements  des S q  z X ~  ont  des facteurs  non-dyadiques  tous 
diffdrents, e t  leur somme ne peu t  ~tre nulle. Reste  donc comme seule 
possibilitd une relat ion lindaire de la forme I x  ca S q  I~ X~ = 0, re la t ive  

une seule classe X ~ .  
Ecr ivons  les termes supdrieurs pour  (Q) de cet te  relat ion:  

z~,~ c~ (tl)a'+l(t2) a2+1 . . .  (tr) a'+l S q  Ix (tr+ x . . .  tk)-----0. 

Ex t r ayons  de cet te  somme t o u s l e s  te rmes  eon tenan t  le monSme 
(tx) ~+~ (t2) ~+~ . . .  (t,) a'+~ en fac teur  ; si l 'on fixe ce fae teur  non-dyadique ,  
~ se rdduit  h l ' identit6,  e t  il res te :  

( t l )  a l + l ' ( t 2 )  a~+ l  . . .  (tr) ar+l Z~),C~ S q  l~" (tr+ ~ . . .  tk) ~ -  O . 

Mais on a vu, d 'aprbs le Lemme I I .  8', que toutes  les classes 
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SqI(t~+l . . .  tk) sont lin~airement ind~pendantes, pourvu que m - - h ,  
degrd de I ,  ~</c -- r. Mais on a 6videmment h / >  2r, de sorte que cette 
in~galitd est satisfaite pour tout  m ~< b. Done les eonstantes cx sont 
nulles, et il n'existe entre les classes du tableau (7) aucune relation lin~aire 
non triviale. 

Le rang de Hk+m(M(O(k))) , ou rang de l'id~al ~,  est ~gal k p(m), 
nombre total  de partitions de l'entier m. Or les classes du tableau (7) 
sont en hombre dgal /~ Xh< m c(m -- h) d(h) . 

I1 est ais6 de v~rifier l'~galit~: 

p(m) ---- ~h~,n e(m -- h) d(h) . 

En effet, k route partition de m, on peut associer un couple de deux par- 
titions: l 'une de ( m -  h), constitude uniquement des entiers de la 
forme 2 n -- 1 ; l 'autre de h, formde des autres entiers. Il en r~sulto que 
les classes du tableau (7) constituent une base de Hk+m(M(O(k))) . 

Associons s ehaque classe X~ une application 

Fo, : i ( O ( k ) )  -+ K (Z2, k -F- h) , 

telle que, si F~* ddsigne l'homomorphisme induit, on air: * F ~  (~) --- 
X~;  l'ensemble des Fo~ d~finit une application F de M(O(k) )  dans 
le produit : 

Y : K ( Z  2, k) x K(Z~, k + 2) x . . .  ( K ( Z  2, k -F h)) g(h) 

+ . . .  (K(Z2, 2]c)) d(~) (10) 

Dire que les classes de (7) forment une base de Hk+h(M(O (k))) , c'est 
dire que l 'homomorphisme F* induit par F est un isomorphisme de 
Hk+m(Y;Z2) sur Hk+~(M(O(k) ) )pour  tout  m ~<k. En coefficients 
mod p, p ~ 2, la cohomologie de Y est nuUe, celle de M(O(lc)) est 
nulle pour toute dimension < 2 k ; F *  est donc ici encore un isomor- 
phisme sur pour toute dimension < 2k, e t e s t  biunivoque pour la dimen- 
sion 2/c. On pourra done appliquer aux espaces M(O(b)) et Y le 
th6or~me I I .  6. Cela nous donnera: 

I1 existe une application inverse g du 2k-squelette de Y dans M(O (k)) 
telle que g oF = identit6 sur le ( 2 k -  1)-squelette de M(O(k ) ) .  
Done : 

Th$ori~me II.10. L'espace M(O(lc)) a m~me 2k-type d'homotopie 
que le produit Y de complexes d'Eilenberg-Mac Lane dd[ini en (10). 

Corollaire II.11. Le groupe d'homotopie stable ~rk+a (M(0(k)))  , h < b 
est isomorphe d la somme directe de d(h) groupes Z2. 
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E n  p renan t  la restr ic t ion de l 'applicat ion inverse g au premier  fac teur  
de Y, on obt ien t :  

Corollaire I I .12 .  I1 existe une application g du 2k-squelette de 
K(Z2, k) dans M ( O ( k ) ) ,  telle que g*(U) : 5, classe ]ondamentale de 
K (Z2, k).  

Comme route  classe u e Hk  (A ; Z~) d 'un  espace A est l ' image de la 
classe fondamenta le  5 dans une  applicat ion ] : A -~ K (Z~, k), on obt ient  : 

Corollaire I I .13 .  Toute classe de cohomologie mod 2 de dimension Ic 
d'un espace de dimension ~ 2k,  admet une rdalisation orthogonale. 

7. Etude de M(O(k))  pour  les petites valeurs de k. 

k : 1. L 'espace des 1-vecteurs non orientals n 'es t  au t re  que l 'espace 
project i f  r~el de tr~s grande dimension P R (N) ; l 'espace fibrd universel  
associd Ao(x) n'est  aut re  que le ((mapping cylinder>) du rev~tement  k 
deux feuillets S N ---> P R ( N )  ; si, dans ce complexe Ao(1), on identifie 
en un  point  la sph~re-bord S ~', on obt ient  pour  complexe M(O(1))  
l 'espace projec t i f  r~el P R ( N +  1); ici, les complexes K(Z2, 1) et  
M(O(1))  sont  tous deux rdalis~s par  l 'espace projec t i f  rdel de grande 
dimension P R(oo) ,  et  route classe de cohomologie rood 2, de dimension 1, 
admet une rdalisation orthogonale. 

k --~ 2. La  cohomologie de MO(2)  admet  la descript ion suivante :  

En  dimensions 2, la classe fondamenta le  U,  d~finie mod  2. 

En  dimension 3, la classe enti~re S q  I U ~ U �9 W 1 . 

En  dimension 4, une classe enti~re X --  cup-carrd de la classe f o n d am em  
tale de M( SO(2 ) )  -- dont  la rdduct ion mod  2 est U 2. 
e t  une clause rood 2, ddfinie par  U �9 (W1) ~. 

En  dimension 5, une  classe enti~re d 'ordre  2, S q l ( U  �9 (Wx) 2) 
= U .  (W~) 3 
et  u n e c l a s s e m o d  2 U ~. W1. 

Dans 1'application canonique F : M(O(2))  -~ K(Z2, 2), on a, en 
coefficients mod 2: 

F*(L) = U ;F*(Sq  i t )  = U �9 WI ;F*(Sq  ~ t) = U ~ ;~'*(Sq~ Sq i t )  

- - S q 2 ( U  �9 W 1 )  : U 2 �9 W 1 --~ U �9 ( W I )  3 ; F~r  . S q  1 5) ~--- U 2 �9 W 1 . 

On consid&re, comme pour  le th~or~me I I . 6 ,  le ((mapping cylinder~) 
de l 'applicat ion F,  qu 'on  notera  encore K ;  K cont ient  M(O (2)) - n o t g  M 
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pour  simplifier - -  comme sous-ensemble fermd. La  suite exacte  associde 
l ' inject ion F : M -+ K ,  donne alors : 

Hr(K, M;Z~) = 0;  r ( 5;  Ha(K, M;Zv)  = Zv pour  tou t  premier  p .  

On en ddduit,  pa r  duali t6:  

H~(K,  M ; Z v )  = 0, r ( 5 ; H a(K,  M ; Z v )  = Zv pour  tou t  premier  p .  

La  formule des coefficients universels donne alors: 

H , ( K , M ; Z )  = 0, r ( 5 ;  H a ( K , M ; Z  ) = Z .  

Pa r  applicat ion du thdor~me d 'Hurewicz  relatif,  on obt ient  : n4 K ,  M) --~ 0 ; 

gs(K,M) = Z ,  d'oh ~a(M) = 0, n4(M) = Z .  

Si l 'on cherche s former  une applicat ion G inverse de F au point  de vue  
de l 'homotopie,  on pour ra  ddfinir G sur le 4-squelette de K ;  mais le 
pro longement  de G au 5-squelette de K (Z,, 2) est  in terdi t  par  une obs- 
t ruct ion,  k valeurs  dans n4 (M) = Z.  Conformdment  k la th~orie g~n~rale 
de la seconde obs t ruc t ion  [14], cet te  classe-obstruction de Hs(Z2, 2 ; Z )  
n 'es t  au t re  que l'invariant d'Eilenberg-Mac Lane associ~ au second groupe 
d 'homotopie  non nul  g4 (M) ; elle engendre le noyau  de l ' homomorphisme 
F*  : H 5 (Z~, 2 ; Z) --> H 5 (M ; Z ) .  

D~terminons cet homomorphisme : le groupe H 5 (Z2, 2 ; Z) est cyclique 
d'ordre 4;  il est engendrd par  l '~l~ment (~) 8 p (t), image par  l 'homomor-  
phisme de Bockste in  [ �9 ~ du  carrg de Pontrjagin p(t) de la classe fon- 
damenta le  t. Le  groupe H a ( M ; Z )  est cyclique d'ordre 2, e t  il est en- 
gendrd pa r  la classe Sq~(U �9 (W1)2), don t  la rdduct ion mod 2 est 
U �9 (W1) 3. P a r  l ' homomorphisme  F * ,  le g~ndrateur du premier  groupe 
est appliqud sur le g4n~rateur du second. I1 suffit 6v idemment  de le vdri- 
tier sur leurs r~ductions mod 2. Calculons ( �88  rdduit  mod 2;  
soit u un  cocycle de la classe t, v -~ (�89 (u) un  cocycle de la classe 
Sql  t. L 'express ion du carr~ de Pont r jag in  est : p (u) = u ~ u 5- u ~ ~u, 
d 'oh, par  appl icat ion de la formule du  cobord:  

d'oh, apr~s division pa r  4: 

�88 8 p ( u ) - =  u ~ v s - v ~ l v ;  r~duisons mod  2 

= ~ ' S q  1 ~ 5 - S q  ~Sq I t .  
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L'image par  F *  de ta etass'e pr~cddente est :  

U s .  W I +  U S. W I +  U .  (W1) ~ = U .  (W~) ~ 

qui est  bien le gdn~rateur de H 5 (M ; Z),  r~duit mod  2. 
Comme cet te  classe est d 'o rdre  2, la classe (�89 (~p (l) est  appliqude par  

F* sur 0;  c 'est  l 'obs t ruct ion cherchde. (On observera  que cet te  classe 
est d 'ordre  2, mais sa rdduct ion mod 2 est nulle, ce qui explique qu 'on  
ne puisse l ' expr imer  s l 'aide de Sq  i .) On obt ient  ainsi: 

Thbori~me I I .14 .  Pour qu'une classe x E H a (A ; Z2) d 'un  espace A de 
dimension 5 admette une rdalisation orthogonale, il /aut et il suHit que la 
classe (�89 ~p(x) soit nulle, ou p ( x )  ddsigne le carrd de Pontr~agin 
de la classe x .  

Une condit ion n6cessaire pour  qu'i l  en soit ainsi est qu'i l  existe une 
classe X e H 4(A ; Zs), telle que Sq  ~ S q  1 x ~- x �9 Sq  ~ x = Sq  I X .  

/c = 3. On compare  M(O(3))  au produi t  Y de complexes d 'Ei len-  
berg-Mac Lane  ddfini au th~or~me gdndral I I .  10. On constate  que F *  est 
un isomorphisme pour  les cohomologies, non seulement  jusqu 'en  dimen- 
sion 6, mais encore en dimension 7 ; par  contre,  l ' isomorphisme est rompu  
en dimension 8. Voici le ddtail des calculs: 

E n  dimension 3: 

E n  dimension 4: 

En  dimension 5: 

F * ( , )  = U .  

F * ( S q  1~) = U .  W1. 

F * ( S q  ~*) = U .  W2 et  F * ( X ' ) =  U .  (W1) ~ (nou- 
veau  gdn~rateur).  

E n  dimension 6: F * ( S q  3 t ) =  U Z ; F * ( S q  ~ S q  1 t) = U �9 (W2 W1 + (W1)8); 
F * ( S q  1 X s) = V . (W1) 3. 

E n d i m e n s i o n 7 :  F * ( I .  Sq  11) = U s . W 1; 

F * ( S q  s z s) = V . (W~ . (W1)~ + ( W , ) 9  . 

On a en dimension 7 deux nouveaux  gdn6rateurs F *  (X 4) = U .  (W1) 4 
et F * ( X  ~) = U �9 (W2)2; en dimension 8, l ' i somorphisme n 'a  plus lieu 

cause de la re la t ion : F * ( S q  a X s ~- (Sq 1 t)z ~ S q l  X 4) = 0. Nous pou- 
vons donc affirmer (Th. I I .  6) : 

Thbor~me II. 15. Toute classe de cohomologie de dimension 3, 5 coe/fi- 
eients dans Z2, d 'un  espace de dimension ( 8 admet une rdalisation ortho- 

gonale. 

Remarque .  J ' ignore  quelle est  l 'obs t ruc t ion  en dimension 8, qui est  
d'aiUeurs peut-~tre  nulle. 
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Terminons par une remarque g~ndrale : une application 

g: K(Z~, k) --> M(O(lc)) 

homotopiquement inverse de F : M(O (It)) --> K (Z2, k) ne peut exister, 
pour k ) 1 ; en effet, comme me l'a fair remarquer J. P. Serre, la cohomo- 
logie de K (Z2, k) est, pour k ) 1, une alg~bre de polynSmes k une in- 
/initd de gdndrateurs; au contraire, la cohomologie de M(O(k)) , est 

- -  s un ddcalage dans la graduation pros -- isomorphe k celle de la grass- 
mannienne G~, donc de type/ini. Pour une dimension assez ~lev6e, le 
rang de H*(Z2, k) finit par exc~der celui de H*(M(O(b))) , et le noyau 
de F* n'est pas nul, ce qui montre l'inexistence de l'application g. 
Donc, pour toute dimension k ~ 1, il existe des classes de cohomologie rood 2 
qui, clans des espaces de dimension assez glevde ~ 2]c, n'admettent pas 
de rdalisation orthogonale. 

8. Etude de M(SO(k)); eas stable. Nous avons pu, au n o 6, donner 
une description explicite du type d'homotopie ((stable)) de M(O(k)); 
nous ne pourrons en faire autant  pour M(SO (k)) ; en effet, le type d'ho- 
motopie de ce dernier complexe est beaucoup plus compliqu4, en raison 
notamment  du fair suivant: pour M(O(k)) , le complexe ]7 ~quivalent 
~tait un produit topologique de complexes K (Z 2, k) ; au contraire, pour 
M(SO (k)), le complexe dquivalent n'est plus un produit, mais un espace 
fibr~ multiple, dont les fibres successives sont des K(Z2, r) ou des 
K(Z,  m) (peut-6tre m6me des K(Z~,, n)!), et oh les fibrations succes- 
sives sont en gdndral non triviales. Aussi nous bornerons nous s ne 
donner ]a description du complexe dquivalent que pour les dimensions 
k - F i ,  oh i ~ 7 .  

Dd/inition du complexe ((de Zilber)) K.  On sait que le complexe 
K (Z, k -~ 4) est fibre d 'un espace asphdrique A,  dont la base est le com- 
plexe K(Z,  lc -~ 5) (cf. J.  P. Serre [24]). Soit u la classe fondamentale 
du complexe base K (Z, k -[- 5) ; il existe une application ] du complexe 
K(Z ,k )  dans K(Z,  lc ~-5), telle que /*(u)-~ St~(t), oh St~ ddsigne 
le ~(cube de Steenrod~) de dimension 5, qui d~finit une classe enti~re d'ordre 
3. On ddsignera par K l'espace induit de l'espace fibr~ A par l'applica- 
tion / ; K est ainsi fibrd sur K (Z, k), de fibre K (Z, k -~ 4) ; les seuls 
groupes d'homotopie non nuls de K sont z~ et z k+4, tous deux iso- 
morphes s Z ;  l'invariant d'Eilenberg-Mac Lane IcEHk+5(Z, lc;Z) 
associd n'est autre que St~(t) ; pour qu'une application F d 'un espace 
M darts K ,  d~finie sur le (k ~- 4)-squelette de M,  puisse ~tre prolong~e 

tout M,  il faut et il suffit que le cube St~ de la classe x image par F* 
de la classe ~ soit nul. 
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Cohomologie du eomplexe K. 

1. Cohomologie mod 2. D~signons par  F 3 l 'appl icat ion de K ( Z ,  k) 
dans lui-m~me, telle que (F3)*(t) ~-- 3t.  L 'espace  fibr4 indui t  de K par  
cette applicat ion n 'es t  aubre que le produi t  K(Z,  lc) • K(Z ,  k ~ 4), 
car son invar iant  d 'Ei lenberg-Mac Lane n 'es t  au t re  que (Fa)*(St~(L)) 
St~(F3(t)) : St~(3Q : 0. I1 existe donc une applicat ion G du produi t  
K ( Z ,  k) • K (Z, k -~ 4) dans K ,  compatible  avec la f ibrat ion en com- 
plexes K (Z, k -~ 4), e t  qui se pro je t te  sur les bases K (Z, k) suivant  
l 'applicat ion $,3. 

G indui t  un  homomorphisme de la suite spectrale de cohomologie rela- 
t ive ~ la f ibrat ion de K dans celle --  tr iviale --  re la t ive  au produi t  
K(Z,  k) • K(Z ,  k ~- 4) 7). 

G* est un isomorphisme pour  les termes E 2 de ces suite spectrales ; 
si l 'on remarque  que (F3) * est un  isomorphisme pour  H*(Z,  k ;Z2) , 
on en ddduit  que la diffdrentielle de Leray  d e du t e rme  E ~ de la f ibration 
de K est nulle, car elle est  nulle dans le produi t  ; de mSme pour  routes les 
d~ successives, e t  ceci d~montre:  la cohomologie H*(K;Z2)  est iso- 
morphe  h celle du produi t  K (Z, k) • K ( Z ,  k ~- 4). 

2. Cohomologie mod p,  p premier ~ 5. Le m~me ra isonnement  que 
plus ha u t  condui t  ~ la m~me conclusion: H*(K;Z~)  est isomorphe g la 
cohomologie du produi t  K ( Z ,  It) • K ( Z ,  k ~- 4). 

3. Cohomologie mod 3. II est ici n~cessaire d 'expl ici ter  un  f ragment  de 
la suite spectrale re la t ive ~ la f ibration de K sur K(Z ,  k);  ddsignons 
par  v la classe fondamenta le  du complexe fibre K (Z,/c -~ 4). P a r  cons- 
t ruc t ion  m6me de K ,  v s 'envoie par  transgression (ici par  la diff~ren- 
tielle ds) sur la classe St~ (t) ; comme les puissances de S teenrod  com- 
muten t  s la transgression, la classe fibre St] v s 'envoie sur St4a o St~ (t) 
St  9 (t) (~ un  coefficient non nul  pros). I1 en rdsulte que la cohomologie 
H*(K;Z3)  admet  les g6n~rateurs suivants :  en dimension /c, un  g6n~- 
rateur ,  qui provient  de t (et qu 'on  d4signera encore, bien qu' indfiement,  
par  t) ; en dimension k ~- 4, la classe St~(t) ; en dimension /c ~ 8, 
la classe St] (~) ; en dimension /c ~- 9, on aura  un  dl~ment p rovenant  de 
St~ v, qui se t rouve  appliqud par  transgression sur St~ o St~(t) ----- O. 
Mais nous ne nous en prdoccuperons pas. 

Le complexe dquivalent ~ M(SO(k) ) .  Ce sera le produi t  Y du corn- 

~) P o u r  la  d~finit ion et  les propri~t~s de la su i t e  spec t ra le  associ~e ~ une  f ibrat ion,  on 
se r epor t e ra  a u x  ar t ic les  de J .  L e r ay  (J .  Math .  pu re s  e t  appl. ,  29, 1950; pp .  1 - -139  et  
169--213)  ainsi  qu '~  J .  P.  Serre [24]. 
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plexe K ddfini plus hau t  par  un  complexe d'Eilenberg-Mac Lane 
K (Z2, k -~ 5). D6fmissons main tenan t  l 'application F : M ( S O  (k)) -+ Y .  

I1 existe une application / du (k -4- 4)-squelette de M ( S O ( k ) )  dans K ,  
telle que ] * ( t ) :  U;  comme S t ~ U = O  (parce que M ( S O ( k ) ) ,  

A 

comme G k, n 'a  pas de co-torsion d 'ordre 3), l 'application 

l :  M (  SO(k))  --> K 

se prolonge ~ tou t  le complexe M ( S O ( k ) )  ; par ailleurs, il existe une 
application g : M ( S O ( k ) )  -+ K(Z2,  k -4- 5), telle que s i t  I ddsigne la 
classe fondamentale  de ce complexe, on air: g*(t') = U �9 W~ W a. L'en- 
semble des applications I e t  ff d~finit l 'application F : M( S O( k ) )  -+ Y 
cherchde. 

Calculons l 'homomorphisme F* induit  par  F ,  suivant  les coefficients : 

Calcul rood 2. On consid~re les dimensions k + i ,  oh 0 ~< i ~< 8. 
On d4signe ici encore par v le g~n~rateur du facteur K ( Z ,  k + 4) 

dans K ,  ddfinie dans l ' isomorphisme 

H * ( K  ;Z2) ~ H * ( Z ,  k ; Z) | H * ( Z ,  k -4- 4 ; Z  e) �9 

i = O ;  $ ' * ( t ) =  U .  

i = 1; .F*(O) = O. 

i = 2 ;  F * ( S q  2 t ) =  U .  W2.  

i --- 3; F * ( S q  at) = U . W 3. 

i =  4; F * ( S q  4t) = U . W 4. 
F*(v) = u .  (we) ~. 

i - - 5 ;  F * ( S q  S t ) =  U . W s .  

F*(t")  = U ,  W 2 W 3 .  

i = 6 ;  F * ( S q  St) : U .  W 6; 

F * ( s q '  sq~ ~) = v �9 (we  w ,  + (w~) "~ + (w2) 3) . 
F * ( s q  e v) = u �9 ( ( w e )  3 + ( w ~ ) 9  . 

F*(Sq* t ' )  = U .  (W3) ~. 

i : 7 ;  

i : 8 ;  

F*(Sq ~ t ) =  U .  W 7; 
F * ( S q  ~ S q  ~ t) = U �9 ( W s  W~ + W ,  W3 + Ws(W~) ~) �9 

F *  (Sq 3 v) = U �9 W3 (W2) ~ �9 

F*(Sq~ t') = U �9 W2(W5 + W3 W~). 

F * ( S q  ~ t) = U . Ws;  
F*(Sq  ~ Sq~ ,) = V �9 (W~ W~ + W~ W~ + W, �9 (W~)q.  
~ * ( s q  4 v) = v �9 ( w , ( w ~ ) ~  + w ~ ( w 3 )  ~ + (w~) 4) . 

F*(Sq3 t  ') : U .  W5 W3;F*(Sq2Sq**  ') = U .  We(W3) ~. 
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On vdrifie que, pour  t ou t  i ~ 8, les classes de H * ( M ( S O ( k ) ; Z 2 )  ) 
f igurant  dans  ce tab leau  sont  lindairement inddpendantes ; de plus, pour  
i ~ 7, les classes 6crites /orment une base pour  H k + ~ ( M ( S O ( k ) ; Z 2 ) ) ;  
done, F *  est  un i somorphisme de Hk+i(Y)  sur S k + i ( i ( S O ( k ) ) ) p o u r  
i ~ 7 ,  et  est  biunivoquepour i--~ 8. 

Remart lue.  On a utilisd dans  ce calcul la forme canonique des gdn~ra- 
teurs  de H* (Z,/c ; Z2) donnde par  J .  P. Serre [23] ; il est  clair qu 'on  
pour ra i t  cont inuer  le calcul plus loin, en in t rodu isan t  deux g~n~rateurs 
nouveaux  en d im 8 cor respondant  aux  classes (((de Pontrjagin~>) (W~) 4 
et  (W4) 2. 

Calcul rood 3. Le fac teur  K(Ze,  k -~ 5) ne donne r i en ;  on a seu lement  : 

i ~-- 0 ; F * ( Q  -~ U ; i  ~-- 4, F* (S t4 t )  ~-- U .  P 4 ; i  ~ 8 ; F * ( S t ~ t )  

--~ U �9 ((P,)~ ~- 2 P s ) .  
Calcul rood p ; p ~-- 5 

i : 0 ;F*(~) : U ; F * ( v )  ~- U �9 P ,  ;F*(St~  ~) -~ U �9 ((p,)2 _ 2ps )  s) 

Calcul mod p ; p ) 5. 

i----- O;F*( t )  : -  U ; i  ~- 4 , F * ( v )  : U . P 4 ; i  ~ 8 ,F*(O)  ~-- O. 

I1 en rdsulte que pour  t ou t  corps de coefficients, F* est  un  i somorphisme 
de Sk+~(Y)  sur Hk+~(M(SO(k) ) )  pour  i ~  7, et F *  est b iunivoque  
pour  i ~-- 8. Comme Y e t  M ( S O ( k ) )  sont s implemen t  connexes,  on 
peu t  appl iquer  le thdor~me I I . 6 ,  ce qui mon t re  que M(SO(Ic))  a m~me 
(k ~ 8)-type que Y.  Done:  

Th~or~me I I . 16 .  Les groupes d'homotopie stables ~k+~(M(SO(k)))  sont 
pour i ~ 7 ;  ~ k + ~ : : ~ k + z : ~ + a :  O; "~k+4 ~-- Z ;  ~k+~ ~ Z2; ~k+6 

~--- :rl k-i-7 ~ O .  

Thgor~me I I . 17 .  La condition ndcessaire et su//isante pour qu'une 
classe de cohomologie enti~re x de dimension lc, dans un espace de dimension 
lc ~ 8 04 ]c ~ 8, soit rdalisable pour le groupe des rotations, est que la 
classe enti~re St~(x) soit nulle. 

9. Etude de M ( S O  (/c)) pour les petites valeurs  de k. On se bornera  dans  
ce pa r ag raphe  s la dd te rmina t ion  de la premiere  obs t ruc t ion  pour  une 
appl ica t ion  g : K ( Z , k ) - - > M ( S O ( I c ) )  pour  les valeurs  de k ( 5 .  I1 
a p p a r a i t r a  que cet te  obs t ruc t ion  est  donnSe, comme dans  le cas stable,  
par  le cube de Steenrod St~(t) de la classe fondamenta le .  

P o u r  le calcul  des  pu i s sances  de S teenrod  st ip U de la classe f o n d a m e n t a l e  U ,  voi r  8) 

l 'ar t icle  de Borel -Serre  [5] a insi  que W u  [35]. 
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i) k ~ 1. M(SO(1))  s'identifie au produi t  S*r215 S 1, dans lequel 
une sphere de la forme S x t, est identifi~e en un point. Ce complexe a 
m8me homotopie que le cercle $1; or S 1 est aussi une r~alisation du 
complexe K (Z, 1 ) ; donc ,  route classe de cohomologie enti~re de dimension 1 
est rdalisable pour le groupe des rotations (qui est d'ailleurs, en ce cas, r~duit 
s l 'unitS). 

/ k  

ii) k ~ 2. La  grassmannienne G~ des 2-plans orient ,s  est un  espace 
classifiant pour S0(2)  ----- SU(1)  ~ $1; elle s'identifie par  suite ~ l'es- 
pace projectif  complexe de ~grande dimensiom~ P C ( N ) ;  la s t ructure 

universelle sur G2, soit Aso<2), s'identifie ~ un voisinage tubulaire 
normal  de PC{N)  regardg comme hyperplan project if  de P C ( N  ~ 1) ; 
par  suite, l 'espace M(SO(2))  s'identifie ~ P C ( N - f - 1 )  lui-mgme: 
M(SO(2) ) ,  tout comme K ( Z ,  2), est r~alis~ par  l 'espace project if  com- 
plexe de <~grande dimensiom~. I1 en rgsulte: Toute classe de cohomologie 
enti~re de dimension 2 est rgalisable pour le groupe des ro~ations. 

iii) k ~- 3. , d~signant toujours la classe fondamentale  de K ( Z ,  3) ; 
on sait que la claase St~ (,) n 'es t  pas nulle, et, on peut  d~finir le complexe 
~de Zilber>> K ,  fibr~ sur K ( Z ,  3), de fibre K ( Z ,  7), dont  l ' invariant  
d'Eilenberg-Mac Lane  k est StSa(,). Comme pr~c~demment, pour tout  
premier p r 3, la cohomologie H * ( K ; Z v )  est isomorphe s celle du 
produi t  K ( Z ,  3) x K ( Z ,  7). On d~signera par  v la classe fondamentale  
de ce dernier complexe ; en cohomologie mod 3, H 3 (K ; Z3) est engendr~ 
par  une classe, image de , d a n s  la fibration K --> K ( Z ,  3), et qu 'on 
no te raenco re  t ;  H 4 ~ H 5-~ H 6 ~ 0 ; H  7 e s t e n g e n d r ~ p a r  St3*(t);H s 
est  nul. 

Puisque St~(V) : 0, il existe une application F : M(SO(3))  ---> K,  
et  l 'on a, pour l 'homomorphisme F* :  

Mod 2. F * ( , ) :  U;F*(Sq2t)- - - -  U .  W2;F*(Sqa$)= U .  W a 
=U~;F*(v )  = U . (W~)~;F*(t �9 Sq~t) = U ~ . W2. 

Mod 3. lv*(t) = U ;F*(St~ t) = U �9 P4 et rien avan t  la dimension 11. 

Mod ? ; p > _ 5 .  F*(t) = U;F*(v)  = U .  P4 et rien avant  la dimen- 
sion 11. 

I1 en r~sulte que F*  eat un  isomorphisme de H* (g)  sur H* ( M  (S0(3))) 
pour  les dimensions ~< 7, e t  eat biunivoque pour la dimension 8, pour 
tou t  corps de coefficients. Le th6or~me I I .  6 montre  que K e~ M(SO(3))  
ont  mgme 8-type, et l 'on en d6duit  : 

Th~or~me II .18.  L a  condition n~cessaire et su~isante po~tr qu'une 
classe de cohomologie enti~re x,  de dimension 3, dans un espace de dimension 
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~ 8  
St~(x) soit nulle. 

iiii) k : 4. On 
compare s M ( S O  
l 'homomorphisme:  
par  : 

soit rdalisable pour le groupe des rotations est que la classe enti~re 

construi t  ici encore le complexe de Zilber K ,  qu 'on  
(4); l 'applicat ion F :  M(SO(4))  ->K donne lieu 
F * ,  ddfini, avee les m~mes nota t ions  que plus haut ,  

Mod 2. F*(t) = U ;F*(Sq 2 t) --~ U �9 W2 ; F * ( S q  3 t) 
~-~ U �9 W 3 ; F * ( S q  4t) --~ V 2. 
F*(v) ~ U �9 (W2) 2 et  r ien en dimension 9. 

Mod 3. F*(t) ~ U ;F*(S t  4 t)--- U .  P4;F*(  ~2)-~ U2 et  rien avan t  la 
dimension 12. 

Mod p ; p ~ 5 .  F*(5) = U;F*( t  2) : U 2;F*(v) -~  U .  P4 et  r ien 
avan t  la dimension 12. 

Ici  encore F *  est un  isomorphisme pour  les dimensions ~ 8, e t  est  
b iunivoque pour  la dimension 9. Donc M ( S O  (4)) et  K ont  m6me 9-type,  
ce qui donne:  

Th~or~me H .  19. Pour qu'une classe de cohomologie enti~re x,  de dimen- 
sion 4, d'un espace de dimension ~ 9, soit rdalisable pour le groupe des 
rotations, il ]aut et il suHit que St~ (x) ~ 0 en coe//icients entiers. 

10. Le th~or~me multiplicatif. 

On donne dans ce paragraphe  quelques thdor~mes gdndraux sur les 
classes r~alisables pour  le groupe des rotat ions.  D ' abo rd  une  condit ion 
n~cessaire: 

Th~or~me H.20 .  Pour qu' une classe de cohomologie enti~re x soit rdali- 
sable pour le groupe des rotations, il /aut que routes les puissances de Steen- 
rod St~ re(p-l)+1 x,  p premier impair, soient nulles. 

En  effet, toutes  les puissances de Steenrod St~ re(p-l)+1 U de la classe 
fondamenta le  U de M(SO(k) )  A sont nulles, s i p  est un  premier  

impair,  car la grassmannienne G~ n 'a  pas de p-torsion pour  p ~ 2 
(cf. [3]). La  d~monstra t ion du th~or~me suivant  exigera plusieurs 
Lemmes,  sur les complexes d 'Ei lenberg-Mac Lane  K ( Z ,  n). D'abord  
une ddfinition: 

Notation : On d~signe par  2'• l 'appl icat ion --  d~finie s une  homotopie  
pros --  de K ( Z ,  n) dans lui-m~me, telle que F~v (t) = N �9 t. 
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Lemme I I .  21. Soit 0 ---> G' -+ G --> G" -+ 0 une suite exacte de groupes 
abdliens; supposons que les homomorphismes : (F~t)* : H * ( Z ,  k; G') et 
(Fu , )* :H*(Z ,  lc;G") soient nuls. Alors l'homomorphisme (FN)*, off 
N - ~  N '  �9 N " ,  annuls H*(Z , / c ;G) .  

Ecrivons  en effet la suite exacte  de cohomologie indui te :  
/ g 

--> Hr (Z, k; G') ~ H ~ (Z,/c;G) -+ H r (Z,/c; G") ~ 

Les homomorphismes  ] e t  g de cet te  suite commuten t  avec (F~)*, 
, �9 ' F ~ . ( x )  ; pour  t ou t  ent ier  m. Soit x une  classe de Hr(Z k ,  G),  formons * 

on a: g(F~.(x) )  = F~ ,  (g(x)) = 0 ,  par  hypoth6se.  
Donc F*, (x )  = / ( y ) ,  oh y est une classe de Hr(Z,  k ; G'). On forme 

alors 
F *  (x) = F * ,  o F~, ,(x)  = F *  ,,,,(/(y)) -= / (F*,(y))  ----- / (0) = O . 

De 1s on t ire le 

Lemme I I .22 .  Si G est un groups abdlien /ini d'ordre N ,  l'homomor- 
phisme (Fzr annule H * ( Z ,  /~ ; G). 

Par  ddcomposit ion de G en ses composantes  p-primaires,  il suffit, 
grs au Le m me  pr6cSdent,  de ddmontrer  que (Fv)* annuls  H* (Z, k, ; Z~,) 
pour  tou t  p remier  p.  Or ceci rdsulte immddia tement  du fait, gnoncd au 
n o 6: H * ( Z ,  Ic ; Zp) est engendrde par  des p-puissances Sty, it6rdes de la 
classe fondamenta le  (e). 

Lemme I I .23 .  Si G est un groupe abdlien de t ype / in i ,  et si tout dldment 
de H~(Z,  k ; G) est d'ordre /ini N ,  il exists un entier non nul m, tel que 
(Fro)* annule Hr(Z ,  Ic ; G). 

On ddcompose G en sa composante  l i b r e / ;  et  sa composante  de torsion 
T ;  on a alors: H ~(Z, /c ;G)  ~ H ~ ( Z , k ; F ) ( ~ H  r ( Z , k ; T ) .  

Tou t  616ment de H ~ (Z, k ; F )  est d 'o rdre  N ; il est  clair qu'i l  suffit de 
d~montrer  le lemme pour  Hr(Z ,  Ic ; F) ,  car Hr(Z ,  lc ; T) est justiciable 
du  lemme I I .  22, puisque T est un  groups  fini. 

Fo rmons  alors la suite exac t s :  

0 -+ Ff~)F,_ ---> F'  --> 0 

oh l ' homomorph isme  (N) est la mult ipl icat ion par  l 'ent ier  non nul  N .  
Puisque  F est de type  fini, F' est un  groupe fini, d 'o rdre  N ' .  Soit x 
une  classe de H r (Z, k ; F ) ,  et  soit  g l ' homomorphisme  de la suite exacte  
indui te  : 

tTv,~)g, (Z, k; F)  
g 

- + H ' ( Z , k ; F )  - + H ~ ( Z , k ; F  ') -~ 
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On aura:  g oF~ , (x )  * : F~, (g(x))  z 0 d'apr~s le lemme I I .22 .  
Donc * Fz~, (x) est de la forme N �9 y ,  y eH~(Z,  k ; F ) ,  et  est par suite 

nul. Nous sommes main tenan t  en mesure de dSmontrer le lemme: 

Lemme II .  24. Soit Y un espace, dont le k ier~ groupe d'homotopie ~ k (Y)  
a une composante libre isomorphe ~ Z ,  de gdndrateur t. On suppose de plus 
que tous les  groupes d'homotopie 7~q(Y), oh q ~ lc, sont de type /ini, 
et tels que les groupes de cohomologie Hq+I(Z, ]r soient /inis. I1 
existe alors une application G~ du n-squelette K ~ de K ( Z ,  l~) dans Y, 
qui applique le gdndrateur de n k ( K ( Z ,  It)) ~ Z sur N(q ,  lc) �9 t, oit l'en- 
tier non nul N (q , k) ne ddpend que de lc , q et Y .  

Le k-squelette de K ( Z ,  k) peut  ~tre rdalisd par une sphere Sk ;  
l 'application G k : S  k -> Y est celle d~finie par l 'dldment t de :~k(Y); 
supposons Gq d~finie sur le q-squelette K q de K ( Z ,  k); le prolongement  
de Gq au (q -~ 1)-squelette de K ( Z ,  k) est en gdndral interdit  par  une 
obstruction, cocycle w' dont  la classe appart ient  au groupe -- fini par 
hypoth~se -- H q+l (Z, lc ; :~q ( Y ) ) .  Formons alors l 'application 
F,~: K ( Z ,  l c ) - + K ( Z ,  lc) associ~e par le lemme I I . 2 3  au groupe fini 
H q+l (Z,  ]r ; 7cq ( Y ) ) ,  et composons la avec Gq : 

F~, G~ 
K (Z, k) + K (Z, ~) + r 

L'applicat ion compos@ Gq o Fm est ddfinie sur le q-squelette de 
K ( Z ,  k) ; elle ddfinit sur le (q + 1)-squelette, un cocycle obstruct ion w, 
dont  la classe est donn~e par  la relation: w ~ (Fm)*(w'). 

D'aprSs le lemme I I .  23, cette classe est nulle ; c'est dire qu 'on pourra,  
apr~s une dventuelle ddformation, prolonger l 'application Gq o Fm au 
(q q-1)-squelet te  de K ( Z ,  k), et ddfinir ainsi Gq+l; et l 'on aura:  
N(q -k 1, ]~) z m �9 N ( q ,  k), ce qui ddfinit bien un entier non nul. Le 
Lemme I I .  24 est ainsi entiSrement d~montrd. 

A 

On appliquera le lemme I I .  24 s la grassmannienne G k des /c-plans 
orientds pour /c pair, ou, plus exactement ,  ~ l 'espace universel Aso(~ ) 
qui lui est homotopiquement  dquivalent. Rappelons que la cohomologie 

h 

H* (G~), s coefficients rdels, est une alg~bre de polyn5mes, dont  les gdng- 
rateurs sont les classes de Pontr jagin  P ~ ,  i ( [k/2],  et la classe fonda- 
mentale X k de dimension/c.  Il r5sulte alors de la C-thdorie de J.  P. Serre 

[22], qu'il  existe un  C-isomorphisme entre la cohomologie de G ~ et celle 
d 'un  produi t  de complexes d'Eilenberg-Mac Lane de la forme: 

K ( Z , 4 )  • K ( Z , 8 )  • . . .  • K ( Z , k ) .  
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d~signant la famille des groupes finis. Pa r  suite, les seuls groupes 
h 

d 'homotopie  non finis de G ~ apparaissent  pour  les dimensions des gdnd- 

rateurs ,  soit  4i  e t  k ; on p rendra  pour  dldment t Eg~(Gk) le gdndrateur 
de la composante  Z associde - -  non canoniquement ,  mais c 'est  sans im- 
por tance  --  au gdndrateur  de dimension k lid s la classe X k ; c 'est  dire 

que, dans l 'appl icat ion t : S k - - > G k ,  on aura  t* (Xk)  ~- N ~ �9 s k, oh 
N o est un  ent ier  non nul. 

Les hypotheses  du L e m m e  I I .  24 sont  alors vdrifides; en effet, le 
JX 

groupe de cohomologie H q+l (Z,  ]c ; ~q (G k)) est  de type  fini, parce que le 
J% 

groupe Zq (G k) est  lui-m~mc de type  fini ; et  t ou t  dl~ment y est  d 'ordre  

fini: en effet, ou bien le groupe des coefficients 7~q (G k) est lui-mdme fini, 
ou, s'il es t  infini - -  ce qui arr ive pour  q-~-- 0 mod  4 -- ,  le groupe 

Hq+I(Z, /c , '~q(Gk))  n 'a  que des 61dments d 'ordre  fini, parce que tou t  dld- 
men t  du groupe H q+l (Z, k ; Z) est alors d 'ordre  fini. 

On pour ra  ainsi ddfinir, pour  tou t  ent ier  q } k, une applicat ion Gq 
du q-squelette de K ( Z ,  k) dans Aso(k), donc dans M (SO (k)); for- 
mons  l 'appl icat ion compos6e: 

G ^ h  
]~q "+  e k - +  i ( S O ( k ) )  . 

U ddsignant toujours  la classe fondamenta le  de M(SO( lc ) ) ,  on a, si k 
est  pair :  h*(U)-- - - -X~,  et  par  suite:  G* o h * ( U ) =  N .  t oh l 'en- 
t ier  N ,  non  nul, ne ddpend que de q et /~.  Donc:  

Thbori~me I I .25 .  Pour toute classe de cohomologie enti~re x ,  de dimen- 
sion k,  d 'un  espace de d imens ion / in i e  q, il  existe un  entier non nul  N ,  
ne ddpendant que de lc et q, tel que la classe multiple N �9 x soit rdalisable 
pour le groupe des rotations. 

Remarque. Ce ra i sonnement  s 'appl iquerai t  6galement  en subs t i tuant  
h 

la grassmannienne rdelle G k, la grassmalmienne complexe,  et, 6ven- 
tuel lement ,  pour  k ---- 0 rood 4, le classifiant du groupe symplect ique.  
On obt iendra  donc le mdme thdor~me, en subs t i tuan t  au groupe SO (k) 
le groupe uni ta i re  (resp. le groupe symplect ique) ,  mais les coefficients N 
seront  a lors  plus ~levds. 

11. Enone~ des rbsultats. Nous sommes ma in tenan t  en mesure d 'dnoncer  
les rdsultats  acquis pour  no t re  probl~me initial:  rdaliser une  classe d 'homo-  
logie donn6e d 'une  varidtd par  une  sous-varidt6 ; grace aux thdor~mes 
I I .  5 et  5', on est ramend g chercher  si la classe de cohomologie corres- 
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pondante  admet  une r~alisation orthogonale,  probl~me sur lequel les 
th~or~mes des n o 7 - - 8 - - 9 - - 1 0  fournissent  au t an t  de rdponses partielles. 

i) Classes mod 2. Les thdor~mes I I .  13--5  donnent  : 

Th~ori~me H.26 .  Dans une varidtd diHdrentiable V n l e s  classes des 
groupes d'homologie mod 2 suivants sont rdalisables par des sous-varidds : 

H . _ I ( V  n) pour  tou t  n ; H n _ ~ ( V  ~) pour  n ( 6 ; H , _ 3 ( V  ~) pour  
n ( 8 ; H i ( V  n) pour  i ~ ( n / 2 ) ,  e t p o u r  tout n .  

On observera,  dans le cas de H,_~(V'~), que l 'obst ruct ion (1//2) �9 Op(u) 
du thdor~me I I .  14, est n~cessairement nulle sur la classe fondamenta le  
d 'une  vari~td V 5 de dimension 5: c 'est  t r ivial  si V 5 est o r ien tab le ;  si 
V 5 n 'es t  pas orientable,  la classe fondamenta le  de Hs (VS;Z)  est un  
Sq  ~, par  suite, sa rdduct ion mod 2 n 'es t  pas nulle. P a r  contre,  on ne 
peut  rien dire des classes du groupe H4(Ve): c 'est  l~ l 'exemple le plus 
simple de groupe d 'homologie pour  laquelle la quest ion de la rdalisation 
par  des sous-varidt~s ne peu t  6tre rdsolue par  les rdsultats  ici dnonc~s. 

ii) Classes d'homologie enti~res. 

Les thdor~mes I I .  1 7 - - 8 - - 9  nous donnent :  

Th~ori~me I I .27 .  Sont rdalisables dans V ~ orientable par des sous- 
varidtds orientables, les classes des groupes suivants : H,~_ 1 (V n) ; H,~_~ (V n) 
pour tout n ; H i ( V  n) pour i ~ 5, e t t o u t n .  

En  effet, dans le cas limite H 5 (V s ; Z),  l 'obs t ruct ion correspondante ,  
donn~e par  le cube de S teenrod  S t  5 (u), est  une classe d 'ordre  3, e t e s t  
donc nulle sur la classe fondamentale .  De 1s on t i re :  

Corollaire H .28 .  Toutes les classes d'homologie enti$re des varigtgs 
orientables de dimension ~ 8 sont rdalisables par des sous-varidtds. 
Ici  encore, le cas le plus simple non ddcidd est donn4 par  les classes du  
groupe H e ( V  9 ; Z) .  (Cf. la no te  9), qui suit.) 

On notera  encore, en consdquence du th~or~me I I .  17: Pour  qu 'une  
classe d 'homologie de dimension 8 dans une  vari6t~ de dimension ~ 17 
soit r~alisable par  une  sous-vari~t~, il fau t  et  il suffit que le cube St53 
de la classe de cohomologie duale soit nul. 

Enfin, les thdor~mes ((multiplicatifs)) I I .  4 et  I I .  25 donnent  : 

Th~ori~me I I .29 .  Pour toute classe d'homologie entihre z d'une varidtd 
orientable V n, il  existe un  entier non nul  N tel que la classe multiple N . z 
soit rdalisable par une sons-varidtd. 
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Ce th6or6me admet  un  corollaire int6ressant  en cohomologie r6elle 
ou rat ionnelle:  

Corollaire I I .30 .  Les groupes d'homologie ~ coe//icient8 rdels ou ration- 
nels d'une varidtd orientable V "~ admettent pour bases des syst~me8 d'dld- 
ments reprdsentds par des sous-varidtds. 

Remarques. I1 ne faudra i t  pas croire que route  classe d 'homologie en- 
ti6re d 'une  vari6t6 peut  6tre r6alis6e par  une sous-vari6t6 ; nous verrons  
au Chap. I I I  l 'exemple d 'une  classe de dimension 7 (dans une vari6t6 de 
dimension 14) qui n 'es t  pas r6alisable;  on montrera ,  que, pour  toute  
dimension ~ 7, il existe des classes enti~res non rdalisables dans des 
vari6t6s de dimension a rb i t ra i rement  grande.  J ' ignore  s'il existe des 
classes de dimension 6 non r6alisables. ~) 

Si deux classes z et  z' sont  r6alisables, il ne  s 'ensuit  pas que la classe 
z q- z' est  r6alisable ; cet te  propri6t6 n 'es t  exacte  - -  en g6n6ral --  que 
si la dimension des classes z e t  z' est inf6rieure s t r ic tement  ~ la moiti6 
de la dimension de la vari6t6. Pa r  contre,  l ' in tersect ion de deux classes 
r6alisables est r6alisable. C'est l~ une  cons6quence presque imm6diate  
du th6or6me 1.5.  

Ndcessitd des hypotheses de di]/drentiabilitd. Toute  la thdorie ici prg- 
sent6e repose de fagon essentielle sur la s t ruc ture  diff6rentiable de la va- 
ridt6 ambian te  e t  des sous-vari6t6s plong6es ; on peu t  mont re r  cependant  
que, dans le cas du probl6me de la rdalisation des classes mod 2 certaines 
conditions tirdes du thdor6me I I .  1 ont  une signification topologique 
intrins6que. P a r  exemple : Soit F : M (O(k)) -* K(Z2, It) l 'applicat ion 
canonique,  telle que F*(t) = U; soit c-~  T(t) une classe de 
H*(Z~, k ;Z2) qui appar t i en t  au noyau  de F (T  d6signe ici une somme de 
cup-produi ts  de Sq i it6r6s) ; il est clair que, pour  qu 'une  classe de coho- 
mologie x E H~(V n) corresponde ~ la classe d 'une  sous-vari6t6 diff6ren- 
t i ab lement  plong6e, il ]aut que T(x)  = O. Or on peu t  mont re r  que si 
T(x)  n 'es t  pas nul, mod 2, la classe cor respondante  ~ x ne peu t  4tre 
r6alis6e, m~me par une sous-varidtd topologiquement plongde. J ' a i  montr6  
en effet dans [27] qu 's  tou te  sous-vari6t6 topologiquement  plong6e, on 
peu t  associer des classes caract6rist iques normales  g6n6ralis6es W i ; ces 
classes ont  les m4mes propri6t6s formelles que les classes de Stiefel- 

~) Pa r  u n  calcul p lus  pouss6,  j ' a i  p u  m o n t r e r  que  t o u t e  classe d ' homolog ie  ent i6re  de 
d imens ion  6 es t  r4al isable;  l ' o b s t r u c t i o n  co r re spondan te ,  d6finie p a r  l ' h o m o m o r p h i s m e  
St5; H n-6 (Vn; Z)-~ Hn-l(Vn; Z) est  i d e n t i q u e m e n t  nul le .  De m(lme les r 6 s u l t a t s  des  
th6or6mes  I I .  18 e t  19 p e u v e n t  6tre am61ior6s; d a n s  le corollaire I I .  28 la l imite  8 p e u t  
e~tre r emplacde  pa r  9. Le p r emi e r  cas  h d6cider  es t  celui du  g roupe  H 7 (Vl~ Z). 

56 



Whitney de la s t ruc ture  des vecteurs  no rmaux  s une sous-vari6t6 diff6- 
ren t iab lement  plong@e, e t  sat isfont  n o t a m m e n t  aux formules (3) de Wu 
(qui se d6mont ren t  alors s l 'aide des relations d 'Adem [1] ent re  S q  i 

it@r@s). A tou te  op6rat ion telle que T, augmen tan t  la dimension de i 
unit@s, on peut  associer un  po lynome en W~, de poids to ta l  i .  Si la 
classe T( , )  appar t i en t  au noyau  de F ,  ce po lynome est iden t iquement  
nul ;  il en r6sulte que T ( x )  dolt  @tre nul, d 'oh une contradict ion.  On 
pourra  conduire expl ic i tement  les calculs sur l 'exemple suivant ,  qui m 'a  
6t~ indiqu6 par  J .  P. Serre:  Si , est la classe fondamenta le  de K (Z2, 2), 
prendre  T(~) : (Sq ~ S q  I t) �9 t2 _L_ ( S q l  ~)~ -!- S q  I ~ �9 t3  . 

C H A P I T R E  I I I  

Sur un probli~me de Steenrod 

1. Enonc6 du probli~me. N. Steenrod a, dans [12], pos6 le problbme 
suivant :  ~tant  donn@ une classe d 'homologie z ~ H r(K) d 'un  poly~dre 
fini K ,  existe-t-il  une vari6t6 M r compacte,  et une  applicat ion / : M r -+ K ,  
telle que z soit l ' image par  / .  de la classe fondamenta le  de la vari6t6 
M r ? Nous supposerons ici encore que la vari6t@ M r consid6r@e est 
di//drentiable.  Comme on le verra,  la r6ponse est tr~s diff6rente, su ivant  
le groupe de coefficients (Z ou Z2), qui sert  s d@finir la classe d 'homo- 
logie donn@e z. Ce probl~me est en rappor t  6troit  avec le probl~me du 
Chapitre I I  sur la r6alisation des classes d 'homologie de vari@t@s par  des 
sous-vari@t@s. Nous allons pr@iser ce rappor t .  

2. D@finition: Vari6t@s associ@es ~ un  poly@dre [ini K.  Soit K un  
poly@dre fini, de dimension n ;  K peu t  toujours  6tre plong6 rectilin@ai- 
rement  dans un  espace euclidien R n, oh n ~ 2m ~- 1 ; on peut  alors 
d6finir --  par  exemple,  comme solution d 'un  probl@me de Dirichlet  - -  
une fonct ion num6rique nulle sur K ,  s t r i c tement  positive et de classe C ~ 
sur le compl@mentaire R n - -  K .  Puisque K est un  r6 t rac te  absolu de 
voisinage, il existe un  voisinage ouver t  U de K ,  et  une r6tract ion 
r : U -+ K .  Soit c une valeur rgguli@re de la f o n c t i o n / ,  assez pet i te  pour  
que l ' image r@ciproque / -1(0,  c) soit  tou t  enti&re contenue dans U 
(il en existe, d'apr&s le Th@or&me I .  1). Dans ces conditions, l ' image r6ci- 
proque  /-1 (0, c) est une vari6t@ s bord  M '~, don t  le bord  r6gulier diff6- 
rent iable  T n-~ est l ' image r@iproque /-1(c) . K est r@tracte, par  la 
restr ic t ion de la r@traction r ,  de la vari@t@ s bord  M n. 
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Remarque. S'il n 'exis ta i t  dans l ' intervalle [ 0, c ] aucune valeur 
critique de la fonction ], on pourrai t  affirmer, de fagon plus precise, 
que K est un rdtracte par ddformation de la varidt~ k bord M n : la d~for- 
marion M n ---> K serait alors d6finie grs aux trajectoires intdgrales du 
champ de vecteurs d6fini par le gradient  de / ; mais je ne sais si on peut  
exclure pour la fonction ] la possibilit6 d ' admet t re  des valeurs critiques 
arbi t ra i rement  petites. 

E t a n t  donn~e la vari6t~ ~ bord M n, on peut  en d6duire, par la cons- 
t ruct ion classique du ((d6doublement~ (Verdoppelung) une vari~td com- 
pacte Vn: on prend deux exemplaires isomorphes de M ~ qu 'on identifie 
le long de leur bord commun T n-1 ; on ddsignera par  g ~ : M n -~ V" 
l ' injection, et par  h : V n -~ M n l 'application d6finie par le passage au 
quotient  quand on identifie les deux composantes M~ et M~. Une 
vari6t~ telle que V n sera appelde varidtd associde au poly~dre fini K .  
I1 est clair que K est un  rdtracte de route vari~t~ associde, et  par  suite l 'ap- 
plication r o h :  V ~ --> K induit ,  pour tou t  groupe de coefficients, un  
homomorphisme h* o r* : Hr(K)  ---> H r ( V  n) qui est biunivoque. En effet, 
si on dgsigne par i l 'application identique de K dans M ~, l 'application 
r o h est inverse de l 'application g o i .  Un voisinage s bord diffdren- 
t iable rdgulier tel que M n sera appel6 voisinage associd ~ K .  Nous avons 
alors le th~or~me, qui donne le rappor t  entre les questions des Chapitres 
I I  et I I I :  

Th~ori~me HI .  1. Pour qu'une classe d'homologie z e H ,  (K) soit l'image 
d'une varidtd di//drentiable compac~e, il  ]aut et il su/]it que la classe z 
puisse ~tre rgalisde par une sous-varidtd clans un voisinage associd d K ,  
de dimension assez grande. 

I1 est imm6diat  que la condit ion est suffisante: si, en effet, la classe z 
est rdalis6e dans le voisinage M n par une sous-varidt6 compacte W r, z 
est l ' image de la classe fondamenta le  de W r par l 'homomorphisme r ,  
indui t  par  la r6tract ion r : M n --> K .  

La  condition est ndcessaire. Supposons que z soit l ' image, par  une appli- 
cation / de la classe fondamentale  d 'une  vari~td diff6rentiable compacte 
W r. Donnons-nous alors : 

a) un  plongement  r~gulier diff6rentiable de W r dans un  R n, soit g. 

b) un  plongement  rectilindaire de K dans un R m, soit i .  

D6signons par  Y le ((mapping cylinder~ de l 'application donnde [ ;  
soit (x, t) le point de  Y qui, pour tou t  point x de W ~, divise le segment  
[/(x),  x] pris dans cet ordre dans le rappor t  t(0 ~ t ~ 1). 
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Soit enfin a un param~tre r6el ~ 0. On d6finit un plongement $'a 
de Y dans l'espace euclidien R ~+m+l ~ R n • R m • R par la formule: 

Fa(x  , t) = (atg(x) ,  (I -- t) i o / (x ) ,  at) 

et pour tout  point y de K 

Fa(y  ) -~ (O, i (y) ,  at) . 

Soit M un voisinage associ6 au plongement de K dans R n+~+l d4fini 
par F o (K). Par raison de compacit4, il existe une valeur c du param~tre a 
assez petite pour que, si a < c, l'espace image F a (Y) soit tout  entier 
contenu dans M.  Dans ces conditions, l'image F~(W r, 1) est une sous- 
vari4t6 de M,  et sa classe fondamentale appartient s la classe k(z), 
image de z par l'injection k : K - +  M ddfinie par F a. Le thdor~me 
I I I .  1 est ainsi enti~rement d6montr6. 

3. Application: Cas des coefficients rood 2. Toutes les lois qu'on 
pourra rdaliser la classe /c (z) par une sous-vari4t4 dans la varlet4 associ6e 
V n, on pourra r4soudre affrmativement  le probl~me de Steenrod. C'est 
prdcisdment le cas lorsque les coefficients sont les entiers rood 2. En effet, 
la dimension n de la varidt4 associde peut toujours ~tre prise plus grand 
que 2r, de sorte qu'on peut appliquer le th6or~me II .26.  Ceci nous 
donne : 

Thbori~me III .2.  Toute classe d'homologie mod 2 d'un poly~dre /ini est 
l'image de la classe /ondamentale d'une varigt4 di//drentiable compacte. 

En coefficients entiers, le thdor~me I I .  27 donne: 

Th~or~me III .3.  Toute classe d'homologie enti~re de dimension <~ 5 
d'un poly~dre /ini est l'image de la classe /ondamentale d'une varidtd arien- 
table compacte. 

Le thdor~me I I .  29 nous donne le th4or~me ((multiplicatif)): 

Thbori~mes III .4.  Pour toute classe z de dimension p d'homologie enti$re 
d'un poly&ire /ini K ,  il existe un entier non nul N ,  ne ddpendant que de p, 
tel que la classe multiple N z  soit l'image de la classe /ondamentale d'une 
varidtd di//drentiable compacte. 

Pour obtenir des r6sultats plus prdcis dans le cas des coefficients en- 
tiers, on va introduire dans l'homologie de K de nouveaux op6rateurs. 

4. Les op~irateurs v~. Soit toujours K un poly~dre fini, plong6 (topo- 
logiquement) dans R ~ ; formons la limite projective des cohomologies 
supports compacts des voisinages ouverts de K dans R '~, soit H*(U) .  
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Lu dualitd de Poincur4 donne alors (cf. [27] Thdorbme I I I .4 )  un iso- 
morphisme Z de H r ( K  ) sur H~-r(U) ,  pour tout  groupe de coeffi- 
cients. 

A toute puissance de Steenrod d'indice i pair St~ lo), on associe 
l 'homomorphisme v~ : H~(K ; Zv) -+ H~_i(K ; Z),  d~fini par ta relation: 

= x - 1  x 

On d6finira les opdrateurs O~ correspondant aux Stir d'indice i 
impair directement par la formule: 

o b + l  = o o b  

oh v~ ddsigne l 'homomorphisme de Bockstein l i p .  0 (ceci afin d'dviter 
des complications de signe, dries au fait que l'opdrateur St~ ne commute 
pas k la suspension). 

Ces opdrateurs vq~ ont les propridtds suivantes, ddmontrdes duns [27] 
pour le cas p -~ 2, mais qui s'dtendent sans difficultds au eas p } 2: 

i) Ce sont des invuriants topologiques, inddpendunts de l'immersion de 
K duns l'espace euclidien. 

ii) Duns toute application ] : K -+ K' ,  v~ commute avec l'homomor- 
phisme / ,  induit par f. 

iii) Sur le corps Zv, les op6rateurs vq~ peuvent ~tre ddterminds en 
fonction des Sty ;  si v~ applique H~(K) duns H~_~(K), d6signonspar 
Q~ l 'homomorphisme dual, qui applique H~- i (K;  Zv) duns H~(K ; Zv). 
Alors les Q~ d'indice pair s 'expriment en fonction des S t~ par les for- 
mules : 

z ~ , ~ Q ~ - i S t ~ = O  m , i - -  0 m o d 2  ( p - -  1), Q~ 

La ddmonstration de cette formule est en tout  point analogue ~ celle de la 
formule (60) Th. I I I .  23 de [27]. Les Qi d'indice impair s 'obtiennent s 
partir des Qi pairs par la relation, transpos6e des v~/: 

Q2~+1 2r 1 v ~ Qv o Q~ oh Qv ddsigne l 'homomorphisme de Bockstein 
l i p .  (~, suivi de la rdduction rood p. 

Par  exemple, on aura: 

Q~ = - S t~ ; Q~ = - S t~ o Qi = S t~ S t 1. 

10) On suppose  iei les puissances de Steenrod St 2k (p-l) munies  du coefficient norma-  
k l isa teur  in t rodui t  pa r  ft. P ,  Serre dans  [5], oh St 2k (p-l) est  not6e Pp .  Les puissances d ' in-  

dice impair  se d~duisent  des puissances  d ' indice  pai r  ppk par  l ' homomorph i sme  de Bock- 
s te in  1/p- 6. 
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Revenons main tenan t  au poly~dre K,  plongd dans une varifitd assocife 
V TM ; si z e s t  une classe de H ,  (K ; Z),  la classe Z (z) ~ H ~-~ (U ; Z) a 
dans H ''-~ (V m) une image canonique u qu 'on ddnotera encore Z (z) ; u 
n 'est  autre que la elasse de cohomologie qui correspond ~ la classe d 'homo- 
logie i ,  (z) E H~ (V a) par la dualit6 de Poincard ; comme i ,  : H ,  (K) 
H,  (V m) est biunivoque, g : H~ (K) -+ H ~-~(V ~) l 'est aussi. E t  l 'on a 
par d6finition : 

x ( z )  = . 

On sait que, pour que la classe d'homologie i ,  (z) soit rdalisable dans V ~ 
par une sous-varidt6, il faut  que toutes les puissances St~ (i, p impairs) 
de la classe de cohomologie correspondante Z (z) soient nulles (Th. I I .  20). 
Ceci nous donne:  

Th6or~me I I I .5 .  Pour qu'une classe d'homologie enti~re z d'un poly~lre 
/ini soit l'image de la classe /ondamentale d'une varidtd di/]drentiable com- 
pacte, il /aut que toutes les classes enti~res v~i (z), p, i impairs, soient nulles. 

Cette condition est suffisante pour les classes de dimension ~ 8; 
en effet, le thdor~me I I .  17 donne:  

Th6ori~me I I I .6 .  Pour qu'une classe d'homologie enti~re z de dimension 
8 d'un poly~re / in i  soit l'image de la classe/ondamentale d'une varidtd 

orientable di//drentiable compacte, il /aut et il su/[it que la classe enti~re 
~ (z) soit nulle. 

Pour  r ~ 5, on retrouve le r6sultat du thSor~me I I I .  3. Consid~rons 
le cas r = 6; la classe O](z) est une classe de H I ( K ; Z ) ,  d 'ordre 3. 
Si elle n 'est  pas nulle, il existe un  entier m (multiple de 3), et une classe 
de cohomologie u e HI(K;Zm)  dont  le produi t  scalaire avec 0~(z) 
n 'est  pas nul. 

Soit ] l 'application canonique de K dans K(Zm, 1), telle que ]*(t) = 
u, t ddsignant toujours la classe fondamentale  de K(Zm, 1). Ecrivons 
alors le diagramme commutat i f :  

H6(K ; Z) - - - -~  H~(Zm , I;  Z) 

Y 

HI(K;Z ) - ~  Hi(Zm, l; Z) 

Or, le groupe H 6 (Zm, 1 ; Z) est nul, comme il ressort de la d~termina- 
tion connue [ 11] de l 'homologie des groupes cyeliques ; donc /,(0~ (z)) = 0, 
et le produi t  scalaire v~](z), u est nul. Comme ceci est vrai pour tou t  
entier m, on en ddduit  que la classe enti~re ~ (z) est nulle. Done: 
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Corollaire I H .  7. Toute classe d'homologie enti~re de dimension 6 d'un 
poly~lre ~ini, est l'image de la classe ~ondamen~ale d'une varigtg di//dren- 
t, iable compacte. 

Nous allons mont re r  que ce r~sultat  ne peu t  ~tre amdlior~ ; dans ce 
but ,  ~non~ons d ' abord  un  lemme sur les complexes d 'Ei lenberg-Mac 
Lane:  

Lemme H I . 8 .  La cIasse St53St13(e ) du complexe K(Z3 ,r  ) n'est pas 
nuUe d~s que r ~ 2. 

Observons d ' abo rd  que, si la classe Sts3 St~(e) n 'es t  pas nulle pour  la 
valeur  r --~ n ,  elle n 'es t  pas nulle dans t o u s l e s  complexes K(Za, m) 
oh m ) n ,  s cause de la suspension ; il suffit pa r  suite de mont re r  que 
St53 Stla(t) n 'es t  pas nulle dans K ( Z  3, 2) ; il e n e s t  effect ivement  ainsi ; 
reals, comme il est  assez d~licat de le voir  d i rectement ,  il est  plus com- 
mode  de subst i tuer  au complexe K (Z3, 2) un  produi t  de deux  complexes 
K(Z3, 1). D~signons par  Vl, resp. v2 leurs classes fondamentales ,  par  
u 1 : St~ v~, resp. u2 = S t  I v2 les g~n~rateurs de H~(Z3, 1 ; Z3) dans 
les deux  complexes. On a alors: 

st (v, . = st (u  . v ,  . u s )  = sti((u )  . . 

= ( U I )  3 ' U 2 - -  U 1 " (U2)  3 r 0 .  

Le lemme est ainsi d~montr~. Puisque  la classe enti~re 

~t~3 St~(~) cHr+~(Za, r ; Z), r ~ 2,  

n 'es t  pas nulle, on en  d~duit, pa r  dualitY, qu' i l  existe une classe 
z E Hr+ s (Zs, r ; Z) don t  le produi t  scalaire avec la classe St  4 St~ (t) n 'es t  
pas nul  (mod 3). C'est dire que ( z, Q~(e) ~ r 0 donc (v~(z) ,  ~ ~ r 0 
e t  #~(z) r 0. Nous  avons ainsi d~montrd:  

Th~or~me H I . 9 .  Pour route dimension r ~ 7, il existe des classes 
d'homologie enti$re de poly~lres /inis qui ne sont l'image d'aucune varidtd 
orientable di//drentiable compacte. 

Un exemple. On r~alise les complexes K(Za, 1) par  des espaces lenti- 
culaires ; il suffit ici de p rendre  des espaces L 7 de dimension 7, quot ients  
de la sphere S 7 pa r  le groupe Z a qui y op~re sans point  fixe. On ddsigne 
iei encore par  vl, resp. v 2 les g~ndrateurs de H 1 (L 1 ; Za) resp. H I (L 2 ; Za), 
pa r  u 1 = St~ vl, resp. u 2 = St~ vz, ceux de H2(L1 ; Zs) resp. H~(L2 ; Za) 
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pour  deux exemplaires  L 1 et  L 2 de L ,  et on forme la vari~t~ V 14 
produi t  de L 1 par  L 2. Consid~rons alors la classe: 

X = u ~  �9 v~ (u~ )~  - v ~  �9 ( u ~ )  ~ . 

C'est une  classe enti~re, car X : Stla(v~ �9 vs(u2)~). 
Ddsignons par  z E H 7 (V 14 ; Z) la classe qui lui correspond par  la dualitd 

de Poincard. Je  dis que la classe v~ (z) n 'es t  pas nulle mod  3 ; formons en 
effet le produi t  scalaire: 

( a ] (z ) ,  vl.  v2} -~ ( z ,  Q~(vl. v2) } -~ ( z ,  St~ St~(v 1. v~)) m o d  3 

Ce produi t  scalaire peu t  ~tre remplac~ par  le cup-produi t :  

X .  S t 3 4 S t l ( v l . v 2 ) : x .  ((Ul) 3- v 2 -  v 1.  (u2) 3 ) : v  1 .v2 (u  1.  u2) 3 r  0 .  

0R(z ) n 'es t  done pas nulle, e t  la classe z n 'es t  l ' image d ' aucune  varidtd 
diffdrentiable compacte.  Afo r t io r i ,  z ne peu t  ~tre rdalisde dans V a4 par  
aucune sous-vari~td, ce qu 'on  v4rifie en fo rman t :  

~.~t~ X = S t 3 1 ( ( U l )  3 �9 v 2 ( u 2 ) '  ) : (Ul  �9 u2) 3 :]~ 0 .  

On pourra i t  donner  de m~me des exemples de classes de dimension 7 non 
rdalisables par  des sous-varidtds dans des varidt~s de dimension arbitrai-  
r ement  grande.  

5. Les puissances de Steenrod dans la eohomologie d ' une  vari6t6 
diIt~rentiable. Soit V ~ une  vari6t6 diff~rentiable compacte,  e t  (V  n) sa 
cl~sse fondamenta le  ; d'apr~s le th~or~me I I I . 5  don t  c 'est  un  cas par-  
ticulier, toutes  les classes enti~res O~(Vn), p premier  impair,  i ~ 1 
mod 2 (p --  1) sont  nulles. On en d~duit par  duali td:  

Th40ri~me I I I .10 .  Darts route varigtd orientable di//grentiable compacte 
V "~, les homomorphismes Q~ : H n - i ( V  n ; Zp) --> H n ( V n ; Z p )  sont nuls 
(p, i impaires). 

Pa r  exemple:  Q~ - St~ St~ : H'~-s(Vn) ---> H~(V~;  Z3) est nul. 

On re t rouvera  ces relat ions en expr iman t  que dans le produi~ V n • V n, 
la classe diagonale est rdalisable par  une sous-varidtd ~ l 'aide du thdor~me 
I I .  20. On r emarque ra  que ces relat ions sont  v~rifiges non  seulement  dans  
route  varidt6 diffdrentiable, mais encore, dans route  vari~t4 image pa r  
une appl icat ion de degr4 1 d 'une  vari4t4 diff~rentiable. Elles ne semblent  
point  proven]r,  cependant ,  de la dualit~ de Poincar~. D 'oh  la quest ion 
ouver te :  Ces relat ions peuvent-el les  6tre ~tablies pour  une  vari4t~ topo- 
logique, sans hypoth~se de diff~rentiabilit~? 
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CHAPITRE IV 

Vari4t4s diff4rentiables cobordantes 

Soit V n une vari6t6 compacte  o r ien tab le ;  on dit  que M n+l est  une 
varidtd ~ bord de bord V n, si les conditions suivantes  sont remplies:  

a) Le compl6mentai re  M n + l -  V ~ est une vari6t6 (ouverte) de dimension 
n ~ l .  

b) E n  tou t  point  x de V ~ il existe une carte  locale, compatible  avec les 
s t ruc tures  diff6rentiables donn6es sur V e t  M ,  dans laquelle l ' image 
de M n+l est un  demi-espace R n+l limit6 par  un espace R n image 
de V n. 

Si la vari6t6 M n+l -- V n e s t  orientable, alors le bord V n est 6galement 
orientable, et  route  or ienta t ion  de M ~+1 indui t  canoniquement  une orien- 
ta t ion  de V~; il suffit pour  cela d ' in t rodui re  l 'op6rateur  bord  d6fini 
par :  (~ : Hn+I(M n+l, V n) --> Hn(Vn) .  

On dira qu 'une  vari6t6 compacte  orientde V ~ est une  varidtg-bord 

s'il existe  une vari6t6 s bord  orientable compacte  M n+l de bord  V ' ,  
e t  si on peu t  munir  M '~+~ d 'une  or ienta t ion  qui induise l 'or ienta t ion 
donn6e de V ~. Le pr6sent  Chapi t re  est consacr6 k la quest ion suivante,  
6galement  soulev6e par  N. Steenrod dans [12]: Donner  des conditions 
n6cessaires et  suffisantes pour  qu 'une  vari6t6 V ~ dolm6e soit une vari6t6- 
bord.  J ' a i  donn6 dans [27] un  cer ta in  nombre  de conditions n6cessaires 
pour  qu 'une  vari6t6 soit un  bord,  ou un  bord  rood 2 (sans condit ion 
d'orientabili t6) ; par  une  g6n6ralisation convenable du probl6me, il nous 
sera possible d ' aborde r  la quest ion des conditions suffisan~es. 

D61inition. Varidtds cobordantes. 

Deux  vari6t6s compactes  V, V' de m4me dimension /c, orientdes, 

seront  dites cobordantes (notat ion V__~ V'), si la vari6t6 V ' - - V ,  
r6union de la vari6t6 V' et  de la vari6t6 V dont  on a renvers6 l 'or ienta-  
tion, est  une varidtd-bord. 

Si V e t  V' sont  cobordantes  k une  m~me vari6t6 V" ,  alors V e t  V' 
sont  cobordantes  en t re  elles, comme le mont re  une  const ruct ion g6om6- 
t r ique  tr6s simple (identifier le long de V" les deux  vari6t6s k bord  qui 
d6finissent V ~_~ V'" et  V'~___ V"). L'ensemble  des vari6t6s de dimen- 
sion k, compactes  et  orient6es, se t rouve  ainsi par tag6 en classes d'6qui- 
valence ; on no te ra  [ V] la classe de la vari6t6 V. 

On peu t  d6finir en t re  ces classes une  loi d ' addi t ion  commuta t ive ,  en 
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posant  [ V] ~- [ V'] = [ V - V'] ; - -  V d6signant la vari6t6 V dont  on a 
renvers6 l 'or ientat ion,  on aura  [ V] -[- [ - -  V] -= 0, oh la classe 0 est la 
classe des vari6t6s-bords;  en effet, V ~ ( - - V )  est le b~rd du produi t  
V • I .  L 'ensemble  des classes [ V] des vari6t6s de dimension /c forme 
ainsi un groupe ab61ien qu 'on  d6notera  ~2 k (groupe de cobordisme de 
dimension k). 

Si V est cobordante  s V', on v6rifie imm6dia tement  que, pour  tou te  
vari6t6 compacte  orient6e W, le produi t  V • W est cobordant  
V' • W ; il en r6sulte qu 'on  peut  d6finir sur les classes [ V] une structure 
multiplicative, an t i commuta t ive  et  dis t r ibut ive par  r appor t  ~ l 'addit ion.  
On d6signe par  ~2 l 'anneau qu'elle d6finit sur la somme directe des ~2 k. 

Si dans ces d6finitions, on abandonne  toutes  les conditions d 'or ienta-  
bilit6, on d6finit: les vari6t6s cobordantes mod 2, la classe d '6quivalence 
mod 2, not6e [V]2, le groupe de cobordisme mod 2 de dimension k, 
not6 9] k , et l ' anneau ~R des classes de cobordisme mod 2. I1 est clair que 
dans l ' anneau 9~ tou t  616ment est d 'ordre  2. 

2. Les invariants des classes de cobordisme. Tous les critSres con- 
nus pour  qu 'une  vari6t6 soit une vari6t6-bord donnent  6videmment  des 
crit~res pour  que deux vari6t6s soient cobordantes.  Ainsi, le th6or~me 
V. 11 de [27]: Si une vari6t6 V 4k orient6e est une vari6t6-bord, l ' index 

de la forme quadra t ique  dSfinie par  le cup-produi t  sur H2k(V4k) 
est nul, va  donner :  

Th6or~me IV.1.  Si deux varidtds V, V', orientdes, de dimension 41c, 
sont cobordantes, les formes quadratiques ddfinies par le cup-produit 
sur H~k(V) resp. H2k(V') ont m~me index 3. 

(Rappelons que l ' index d 'une  forme quadra t ique  est ici l'exc~s du 
nombre  des carr6s positifs sur celui des carr6s n~gatifs - -  en coefficients 
r6els ou rationnels.)  

I1 est ais6 de voir  que cet invar ian t  ~ des classes de cobordisme de 
dimension ~ 0 mod 4 se compor te  addi t ivement ,  et  mul t ip l ica t ivement ,  
et d~finit ainsi un  homomorphisme  de l 'anneau ~2 dans Z .  

Enfin un  th6or~me de Pont r jag in  [18], cit6 en [27], sur la nullit6 des 
nombres caract6rist iques d 'une  vari6t6-bord, donnera :  

Th~or/~me IV.2. Si deux vari4tds V, V' orientdes, de dimension 4k, 
sont cobordantes, leurs hombres caractgristiques de Pontrjagin H ( P  4i) 
sont ggaux. 

Ces invar iants  se compor ten t  add i t ivement  dans l 'addi t ion des classes ; 
seul le nombre  caraet6rist ique associ6 s la classe de dimension m a x i m u m  
p~k se compor te  mul t ip l ica t ivement .  (Ceci rgsulte de la loi tensorielle 
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qui d~finit les classes de  Pon t r j ag in  de la s t ruc tu re  fibrde sphdrique joint  
de deux  s t ruc tures  donndes).  

Pou r  les classes de St iefe l -Whitney,  on au ra :  

Th6ori~me IV.3.  Si  deux varigtds V, V' de vdme  dimension k sont cobor- 
dantes rood 2, leurs hombres caractgristiques de Stie/el-Whitney sont ggaux. 
Ici  encore, seul le n o m b r e  associ4 ~ la classe de dimension m a x i m u m  se 
compor te  mul t ip l i ca t ivement ,  alors que tous  se compor t en t  add i t ivement .  
L ' i n v a r i a n t  associ6 n ' e s t  aut re ,  comme  il est  connu, que la caractdris-  
t ique d 'Euler -Poincard ,  rddui te  m o d  2. 

3. A p p l i c a t i o n s  d i f f6rent iab les  d ' u n e  v a r i 6 t 6 / ~  bord.  D 6 f i n i t i o n .  Soit 
X ~+1 une  varidt6 ~ bord  compac te ,  de bord  V ~, et ] u n e  appl ica-  
t ion diffdrentiable de X ~+1 dans  une varidtd My,  con tenan t  une sous- 
vari6t6 compae te  Nv-q .  On dira  que l ' app l ica t ion  / est  t-rdguli~re sur  la 
sous-varidtd Nv-q,  si les res t r ic t ions de ], d ' une  pa r t  ~ l ' intdrieur  
X n + l -  V n, d ' a u t r e  par t ,  au  bo rd  V " ,  sont  sdpargment  t-rdguli~res 
(au sens de I .  3) sur Nv-q .  

Image r&iproque d'une application t-rdguli~re. E n  ve r tu  des propridtds 
g6n6rales des appl ica t ions  t-rdguli~res dnoncdes en I .  4, l ' in tersect ion pa r  
V ~ de l ' image  rdciproque A a+~-q = F - I ( N  v-q) est  une sous-varidtd 
C n-q de V~; de m~me,  l ' in tersect ion de A n+~-q p a r  l ' intdrieur  
(X n+l - -  V a) es t  une sous-varidtd A ~+l-q --  C ~ de dimension n -F 1 - -  q. 
Nous  allons m o n t r e r  que A n+l-q est une varidtd d bord, de bord C~; 
soit  x un  point  de C n, y = / ( x )  le po in t  image  de N v-q, Yl, ?/2, . - ,  Yr 
un  sys t~me de q-fonctions coordonn6es pou r  la q-boule gdoddsique nor- 
male  en y ~ Nv-q.  Soit  (x~, x 2 . .  x n, t) un  sys t~me de fonct ions coor- 
donndes d 'une  car te  locale au tou r  de x, oh la dernibre coordonnde t n e  
p r end  que des valeurs  posit ives,  t ---- 0 d tan t  l 'dquat ion  du bord  V a. 
Dire  que la res t r ic t ion de / ~ V n est  t-rdgulibre, c 'es t  dire que l ' appl ica-  

t ion  / ( x ~ , x  2 . .  x~,O)--->(yx, y 2 , . .  Yq) est  de r ang  q au point  x ;  il 

exis te  p a r  suite un  jacobien d ' o rd re  q Ox~ non  nul, pour  x~ = 0, 

e t  pour  t = 0 ; pa r  continuitY, ce jacobien sera ggalement  non nul pour  
des va leurs  assez pet i tes  des x i et  de t. C 'est  dire qu ' on  pour ra  t rouve r  un  
vois inage de x ~ l m e t t a n t  un  sys tgme  de coordonn~es de la forme 

(YI, Y2 �9 �9 Y . ,  xq+l . . . .  x . ,  t) . 

Dans  ce vois inage A n+x-q es t  d6fini pa r  les ~quat ions lindaires: y~ = 
y~ ----- y~ = 0, e t  C a en  y a j o u t a n t  la re la t ion  t = 0 ; c 'es t  dire clue x 
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admet dans A ~+1-~ un voisinage hom6omorphe au demi-espace R ~+l-a 
(de coordonn~es x.+ 1 . . . .  x~ ;t) limit6 par un espace R ~-q (de coor- 
donn6es % + 1 . . .  x~) image de C n .  C . Q . F . D .  

D~finition. Orientat ion indui te  sur  une sous-varidtd. 

Soit / une application de la vari~td orientde V "~ dans Mp, t-rdguli~re 
sur la sous-varidtg 1Vp-q, et soit C n-q la vari6tg image rgciproque de 
Np-q .  Supposons que le voisinage fibrd normal h N p-q dans Mp soit 
orientable ; on peut alors d~finir dans un voisinage tubulaire normal de N 
une classe (~fondamentale~> U ---- ~*(e0)~Hq(T;  Z);  le voisinage tubu- 
laire de C n-q est dgalement orientable, et on peut y d~finir une classe U 
image par /* de la classe U de Ha(T) ;  on dira que la vari~t~ C n-q 

est munie de l 'orientat ion indui te  de V '~ si son cycle fondamental (C n-q) 
est donn~, dans un voisinage tubulaire normal de C n-q, par le cap-pro- 
duit 

(C n-~) = (V ~)~ U 

(V ~) d6signant la classe fondamentMe de l'homologie (s supports ferm6s) 
de dimension n du voisinage tubulaire ouvert de C ~, qui induit l'orien- 
tation donn6e de V ~. 

Supposons qu'on ait, comme pr6c6demment, une application de la 
vari~t~ ~ bord X n+l, orientde, compacte, de bord V ~, dans Mp, t-r~gu- 
libre sur la sous-varidt6 Np-q. On suppose de plus la structure fibrde 
normale s Np-q  orientable. Dans ces conditions, les images rdciproques 
A n+l-q = [-I(NP-q), et C ~ = A n+l-q ~ V n sont 6galement orientables. 

On peut s'en assurer, par exemple, grs au th6or6me de dualit6 de 
Whitney [32] ; V n e s t  supposde munie de l 'orientation induite de l'orien- 
tation de X ~+1 : (V n) =- 0 (X ~+1, V~), a dgsignant l 'op6rateur de bord. 
Dans ces conditions, l 'orientation induite sur C ~-q par son immersion 
dans V ~ est l 'orientation induite quand on consid6re C n-q comme bord 
de A n+l-q, une fois qu'on a muni A n+l-q de l 'orientation induite de 
X n+l. I1 suffit d'6erire: V ~ ~ U---- O(X n+l) ~ U---- a(X n+l ~ U). 
Nous allons maintenant  d6montrer le 

Th~ori~me IV.4. Soient f, g deux applications de classe C ~, m > /n ,  
de la vari6t~ compacte orient6e V n dans la vari6t6 Mp, t-r6guli6res sur 
une sous-varidt6 N p-q de Mp, eompacte, s voisinage normal orientable ; 
soient W n-q ~----/-l(~VP-q), W' ~---~-I(~VP-q) les images r6ciproques de 
N,-q,  sous-vari6t6s orientables qu'on munira de l 'orientation induite de 
V n. S i  les appl ica t ions  / e t  g sont homotopes, alors les varidtgs W n-q et 

W 'n-q sont cobordantes. 
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I1 est clair qu 'en  abandonnan t  dans cet 6nonc6 routes les conditions 
d 'or ienta t ion,  on obt iendra :  les images r6ciproques /-1 (N~-q), g-1 (N~-q) 
sont  des varidtds cobordantes rood 2. 

Nous allons ddmontrer  d ' abord  le lemme suivant ,  dont  le principe m 'a  
~t4 sugg~r~ par  H.  Whi tney :  

Lemme IV.5. Si  deux applications / et g de classe C m de la varidtd V'* 
clans Mp sont homotopes par une dd/ormation continue, elles sont dgalement 
homotopes par une dd/ormation de classe C 'n . 

Soit F : V • I -~ MP l 'appl icat ion donnde, de classe C O ; on lui sub- 
s t i tue une  applicat ion G : V • I --> M p ainsi ddfinie : pour  t E I ,  on 

pose G ( V , t )  ~ / ~ F ( V ,  O) pour O ~ t  ~ ~ ; G ( V , t )  ~ F ( v , 4 t 2 1  " 

pour  �88 ~ t  ~ ; G ( V , t ) - ~  g pour  ~ ~ t  ~ 1 .  Munissons le produi t  
V • I de la m6tr ique r iemannienne produi t  d 'une  m~trique sur V n e t  
de la m~trique euclidienne de I .  On rdgularise alors l 'applicat ion G par  le 
procddd classique, en subs t i tuan t  s l 'applicat ion G sa moyenne  sur des 
boules gdod~siques de r ayon  r .  Le r ayon  r sera pris constant  et  ( ~ pour  

7 l ~ t ~  ,7  . dans les t ranches  terminales  t ( ~ , resp. ~ ( t, on prend  r 
variable d~croissant avec t (resp. ( 1 -  t)), de classe C ~ , e t  4gal s 0 
pour  t ~ 0 e t  t ~ 1. Ainsi, la rdgularisation augmente  de 1 la classe 
de diffdrentiabilit6 de G sur la t ranche  ~ ~ t ~ 7 ; ,  e t  elle ne la diminue 

7 p a s s u r  0 ~ t  ~ et  ~ ~ t  ~ 1; e t l e s a p p l i c a t i o n s f e t g ,  restr ict ions 
de G s (V, 0) et  (V, 1) sont inchangdes. En  i tdrant  le proc~dd, on ob- 
t iendra  une appl icat ion de V • I dans Mp de classe C m. 

L 'appl ica t ion  ob tenue  F : V • I --> Mp de classe C m n 'es t  peut-Stre  
pas t-rdguli~re sur la sous-varigtd Np-q ; mais l 'ensemble H 0 des hom~o- 
morphismes h E H du voisinage tubula i re  T de Np-q, tels que h o F ,  
res t re in t  s l ' int~rieur de V • I ne soit pas t-rdguli~re sur Np-q est 
maigre dans H ;  de mSme pour  ceux des h tels que la res t r ic t ion de 
h o F  s (V, 0) v (V, 1) ne soit pas t-r~guli~re sur N~-q; par  suite, le 
thdor~me I .  5 peu t  se g~ndraliser aux applications de vari~tds ~ bord  ; et 
rhom~omorph isme  h peu t  ~tre pris assez voisin de l ' identitS, pour  que le 
th~or~me I .  6 puisse s 'appl iquer  aux restr ict ions / e t  g de F s (V, 0), 
resp. (V, 1). Posons F '  ~ h o F ,  e t  so i en t / '  et  g' les restr ict ions de F '  
(V ,  0) et  (V, 1). A cause du th~or~me I .  6, les varidtds images rdcipro- 
ques C n-q ~ / , -1  ( ~ p - q ) ,  C,n-q ----_ g~-I (~Vp-q) sont isotopes aux varidt~s 
W n-q ~ / - ~  (NP-q.), resp. W 'n-q ----- g-~ (N ~-q) ; cet te  isotopie conserve 
l 'or ienta t ion induite,  de sorte que C '~-q et  C 'n-q fo rment  le bord  de la 
vari~td ~ bord  A - ~  F ' -~(~P-q) ,  munie  de l 'or ienta t ion induite.  P a r  
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suite, les vari6tds C a-q, C 'n-q, donc W '~-q et  W '~-q sont  cobordantes,  
et  le th6or6me IV.  4 est ent ibrement  ddmontr6.  

4. Sous-vari6t6s L-6quivalentes. Au chapi t re  I I .  2, on a associ6 
toute  sous-vari6t6 W n-k,  orient6e, dans la varidt6 orientable V n, une 
applicat ion / : V ~ --~ M ( S O  (k) ) .  Nous allons ici pr6ciser cet te  ddfinition. 

Supposons la varidt6 V ~ plongde dans un espace euclidien R~+m; 
soit, e n t o u t  point  x de W n-k,  H ( x )  le k-plan t angen t  en x ~ V ~, e t  
normal  $ W n-k (pour une m6tr ique r iemannienne arbitraire).  Menons 
par  l 'origine O de R n+m un k-plan parallble ~ H (x). On d6finit ainsi une 
applicat ion 

g: W n-k - ->Gk  , 

/ x  

G k d~signant, comme prdcddemment,  la grassmannienne des k-plans 
orientds. Soit N u n  voisinage tubulai re  de W ~-k dans V n. En  assoeiant 

tou te  gdoddsique normale  issue de x e W "~-k , son vec teur  t angen t  en x,  
on d6finit par  parallSlisme une applicat ion 

telle que le d iagramme:  
F : N -> Aso(k ~ 

F 
N * Aso(~.) 

W ~-k g ' Ok 

soit commuta t i f  ( p e t  p' ddsignant les fibrations canoniques en k-boules). 
Comme en I I .  2, l 'applicat ion F s 'dtend en une applicat ion 

[ :  W n --~ i ( S O ( k ) )  . 

Si on remplace le p longement  initial de V ~ dans R ~+m par  un  aut re  
plongement ,  ou la mdtr ique par  une aut re  mdtrique,  l 'appl icat ion / est  
remplacde par  une applicat ion homotope. En  effet, deux mdtriques r ieman- 
niennes sur une varidt6 V n peuven t  toujours  ~tre ddformdes continfiment  
l 'une sur l ' au t re  ; il en rdsulte une isotopie en t re  les voisinages tubulaires N 
et  N '  associds ~ ces deux mdtriques,  et  par  suite une  homotopie  ent re  les 
applications F : N -~ Aso(~), donc entre  les applications 

/ : V ~ ~ i ( S O  (k ) ) .  

Reste  ~ mont re r  que la classe d 'homotopie  ne ddpend pas du p longement  
initial de V ~ dans R n+m ; nous aurons besoin dans ce bu t  du lemme sui- 
r a n t  que nous rencont rerons  encore par  la suite:  
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Soit Qn+l une vari6t6 k bord,  de bord  V n ; soit X/c+l une soua-varidtd 

d bord, plong6e dans  Q~+l, don t  le bord,  plong6 dans  V ~, est  une sous- 
vari6t6 W ~ de Vn; on suppose de plus qu 'en  t o u t  poin t  x de W ~, 
le demi~ R k+i des vec teurs  t angen t s  h X k+l est  transverse au 
bord  V ~, en ce sens que l ' in tersec t ion  de ce demi-espace  R k+i p a r  
l 'espace des vec teurs  t angen t s  & V ~ se r6duit  ~ l 'espace des vecteurs  t an-  
gents  s W k. Supposons  donn6e sur  Qn+i une m6tr ique  r i emannienne  ; 
elle p e r m e t  de d6finir un  voisinage no rm a l  de V ~ dans  Q~+i, de la 
forme V n • I ,  oh les semi-droi tes  de ]a fo rme  (x,  t), t ~ I ,  sont  des 
gdoddsiques normales ~ V n. On peu t  alors m on t r e r :  

L e m m e  IV.5 ' .  Apr~s un  hom6omorph i sme  O de Q~+l sur  lui-m~me, 
on peu t  tou jours  supposer  que X k+l rencont re  o r thogona lemen t  le 
bo rd  V ~. 

Cet hom6omorph i sme  O de Qn+~ est  ainsi d6fini: il se r6duit  ~ l ' ident i t6  
l 'ext6r ieur  de V n x I ;  sur  V ~ • I ,  il est  l ' image  r6ciproque de 

l ' hom6omorph i sme  de I sur  lu i -m6me d6fini pa r  une fonct ion t '  ~-- 9 (t), 
t e l l e q u e :  0 ~ - 9 ( 0 ) ;  l ~ 9 ( 1 ) ; d t ' / d t ~  + o o  pour  t ~ 0 ,  e t  d t ' / d t ~  1 
pour  t ~ 1. 

On v6rifie alors d i rec tement  que t o u t  vec teu r  t angen t  en x s ~b (Xk+l) 
es t  t angen t  au cyl indre or thogona l  & V n, W k • t ' ,  Oh t' var ie  dans  I .  

Revenons  m a i n t e n a n t  & la vari6td V ~, plong6e dans  R ~+m su ivan t  
deux  p longements  diffdrents i 0 et  il ; s i m  ) n + 2, on peu t  supposer  
les images  i o (V~), i~ (V n) disjointes - -  au  besoin apr~s une t rans la t ion  
convenable  de i~ ; on p e u t  alors t rouver ,  d 'apr~s  un  th6or~me de H.  Whi t -  
n e y  un p longement  i du p rodu i t  V ~ • I dans  R n+m, dont  la res t r ic t ion 
& (V, 0), resp. (V,  1), est  pr6cisdment  io, resp.  i 1. La  vari6t6 ~ bo rd  
plongde i ( V  n • I) cont ient  une  sous-vari6t6 plong6e de la fo rme  
W ~-k • I ,  qui r encon t re  le bord  de V n • I t r ansve r sa lemen t .  Suppo-  
sons donn6e sur V ~ • I une m6t r ique  r iemalmienne  ; d 'apr~s  le lemme,  
on peu t  supposer  que W ~-~ • I rencont re  les bords  (V  n, 0) e t  (V  n, 1) 
de V n x I o r thogona lement .  F o r m o n s  alors un  voisinage tubu la i re  nor-  
ma l  de W n-k • I dans  V ~ • I ,  soit  N .  Les intersect ions 2V 0 ----- 
N ,-, io(Vn), N 1 ----- N ~ il(V~) ne sont  au t res  que les voisinages tubu-  
laires n o r m a u x  associ6s s io (Wn-k) ,  resp. i l ( W  n-k) plong6es dans  
i o (Vn), resp.  i 1 (Vn). F o r m o n s  l ' appl ica t ion  canonique - -  pa r  para l -  

l~lisme - -  : 
F : iV -~ Aao(k ) . 

P a r  extension,  on ob t i en t  une appl ica t ion :  

F : V'* x I ~ M (SO (]c)) 
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telle que les restr ict ions de F ~ (V ~, 0), resp. (V =, 1) sont  prdcis~ment 
les applications canoniques fo, resp. /1 ddfinies grace aux plongements  
io, resp. i 1 de V n. F d6finit bien l 'homotopie  annoncde entre  /o e t  fl.  

D6finition. Sous-varidtds L-dquivalentes. Soient Wo -k , W~ -k deux  
sous-varidtds orient6es de m6me dimension n -  k plongdes dans la 
vari6td orientable V ' .  On dira que W'~ - k ,  W'~ -k  sont L-dquivalentes, 

n - k  s'il existe une varidtd dt bord orientable X ~-k+l, de bord Wo -k ,-, WI , 
plongde dans le produit V '~ • I ,  de far que: 

X n-k+~ ,-, ( V  n, O) = W'd - k  

X n - k + l  ea ( V  n,  1) = W~ - k  

et si X n-k+x peut ~tre munie d'une orientation telle que aXn-k+l--= 

W~ - ~ -  W~-*. 
I1 r6sulte imm~dia tement  de cet te  d6finition et  du lemme IV.  5' que 

deux sous-vari6tds L-dquivalentes  k une m6me troisi6me sont  L-dquiva- 
lentes entre  elles. L 'ensemble  des sous-varidt6s de dimension n --  k, ori- 
ent6es, de la vari6t6 V ~ se t rouve  ainsi partagd en classes de L-dqui- 
va lence;  on ddsignera par  L~_ k (V~) l 'ensemble de ces classes. 

Si, dans les d6finitions pr6c6dentes,  on abandonne  toutes  les condit ions 
d'orientabili t6,  on ddfinit les sous-varidt~s L-6quivalentes mod 2, e t  les 
ensembles L ~ _ k ( V n ; Z , )  des classes de L-6quivalence mod  2. 

I1 est  clair que deux  sous-vari6tds L-6quivalentes  sont  ~ la lois homo- 
logues et  cobordantes ; si deux sous-varidt6s W0, WI const i tuent  dans V ~ 
le bord  d 'une  mSme sous-varidtd k ]:ord X ,  alors W 0 et  Wt sont  L-6qui- 
valentes.  

I1 existe une applicat ion 6vidente de l 'ensemble L~_, (V '~) dans le groupe 
H~_ k (Vn ; Z) ; les classes images sont  les classes r~alisables par  des sous- 
vari6t6s ; le ((noyau)) de cet te  applicat ion est en g6n6ral non nul, comme 
nous en verrons des exemples.  II est na ture l  de se demander  si l 'on peu t  
munir  L~_, ( V n) d 'une  s t ruc ture  de groupe, compat ible  avec l 'appl icat ion 
prdc6dente. I I e n  est ainsi dans un  cas au moins, lorsque n --  k ( n / 2  --  1. 
E n  effet, en ce cas, on peu t  d6finir en t re  classes de L-6quivalence une loi 
d 'addi t ion,  par  simple r6union de sous-vari6t6s repr6sentant  les classes ; 
en effet, ces repr6sentants  peuven t  toujours ,  si n --  k ( n / 2 ,  8tre suppos6s 
disjoints et, pour  n --  k ( n/2 - -  1, la L-elasse ainsi d6finie ne d6pend 
pas du p longement  choisi des deux  sous-vari6tds. P a r  ailleurs, la somme 
[W] + I - - W ]  donne bien la classe nulle, car on peu t  toujours  - -  loca- 
lement  - -  plonger le produi t  W • I dans un  voisinage tubula i re  normal  
de W. 
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A toute sous-vari6t~ W n-k de V n correspond une classe d'applica- 
tions de V n dans M ( S O  (k)) ; on d6montre sans difficult6 que si W e t  W' 
sent L-dquivalentes, les applications a~soci6es [: V ~ -->M(SO(k))  sent 
homotopes. 

Si, en effet, W 0 et W1 sent L-6quivalentes, il existe une sous-vari6t6 
bord X plong6e dans V n • I ,  dent le bord se compose de We plongde 

dans (V '~, 0) et W1 plong6e dans (V ~, 1). On peut toujours supposer, 
s cause du lemme IV 5', que X rencontre orthogonalement les vari6t6s 
bords (V n, 0) et (V ~, 1). On forme alors un voisinage tubulaire normal 
Q de X dans V n • I ,  et l 'application F associ6e F : Q -~ Aso (k). Par 
extension on obtient une application F I : V  ~ • I--> M(SO(lc)) ,  qui 
d6finit pr6cis6ment l 'homotopie annonc6e entre les applications cano- 
niques : 

F I ( Vn, O) -= /o, F [  (V n, 1) = / 1  associ6es resp. s W 0 et W~. 

Ceci d6finit une application J de l'ensemble L,_~(V  ~) des classes de 
L-6quivalence dans l'ensemble C k (V) des classes d'homotopie d'applica- 
tions [ : V "~ --> M (SO (]c)). L'application J est biunivoque : si, en effet, 
deux sous-vari6t6s W0, W 1 donnent lieu ~ des applications 

/0,/1: Vn --> d~f(S0 (]r 

homotopes, le th6or6me IV. 4 montre qu'on peut  r6gulariser l 'application 
d'homotopie F :  V ~ • I --> M ( S O ( k ) ) ,  de telle fagon que les images 

r6ciproques /-a(Gk) --~ W0 et /1 -I(G~) = W 1 ferment -- apr6s 6ven- 
tuellement une isotopie qui est une L-6quivalence -- le bord d'une vari6t6 

h 

herd A = F  -l(Gk). 
On peut  remarquer que J applique la classe des vari6t6s L-6quivalentes 
0 sur la classe nulle des applications / : V ~ --~ M ( S O  (lc)) inessentielles. 

Si/c ) (n/2)q-1, l'ensemble C k (V) des applications de V dans M (SO (k)),  
espace asph6rique jusqu'en dimension It, peut 4tre muni d'une structure de 
groupe ab61ien, conform6ment s la th6orie g6n6rale de la cohomotopie~). 
I1 est d'une v6rification presque imm6diate que l'application J e s t  alors 
un homomorphisme; il suffit d'expliciter la loi de groupe dans Ck(V): 

on v6rifiera que l'image r6ciproque ( /q-  g)-i (G k) par l'application somme 

11) Les groupes de cohomotopie ont 6t6 6tudi6s par E. Spanier (Ann. of Math., bO, 
1949, pp. 203--45) dans le cas des sph6res; leur g6n6ralisation aux espaces asph6riques, 
iei mentionn6e, doit faire l 'objet d 'un travail de E. Spanier, N. E. Steenrod et J. H. C. 
Whitehead, k paraitre ult6rieurement. La d4monstration esquiss4e plus bas est ais6e b, 
expliciter dans le cas typique de ]a sphere; et la g6n6ralisation n ' introduit  aucun 616- 
ment  nouveau de difficult6. 
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est ~ une L-dquivalence pros la rdunion des images rdciproques /--1 (G k) 
et g-1 (G ~). 

Nous allons main tenan t  mont re r  que l 'applicat ion J applique L,z_k(V n) 
sur Ck(Vn) .  

Soit c u n e  classe de C k ( V ) ,  et  h une applicat ion de la classe c ; d'apr~s 
le thdor~me I .  5, on peut  supposer l 'applicat ion h t-rgguli~re sur la grass- 

mannienne  G k plongde dans M (SO (k)). Soit W n- k = h-1 (G k) l ' image 

rdciproque de G~, et  N u n  voisinage tubulai re  normal  de W n-k dans 
V ~ ; on peu t  de plus supposer h normalisde, de fa~on que h applique Fin- 
tdrieur de N sur M ( S O  (k)) --  a, k-boule ouver te  sur/c-boule ouverte ,  e t  
que, de plus, h applique le compldmentaire  Q = V ~ - N sur le point  a .  
Ddsignons alors par  i : V ~ --> Rp un  p longement  arbi t raire  de V ~ darts 

R~, par :  g : W  ~ - k - ~ G k , F : N - - > A s o ( k  ) , [ :  V ~ - - > i ( S O ( k ) ) ,  les ap- 
plications qui lui sont canoniquement  assocides par  parall~lisme. Or, les 
applicat ions : 

/ X  h 

h : W n-k -->Gk (restriction de h) e t  g:  W "-k  -+G k 

induisent  toutes  deux l 'espace fibrd des vecteurs  no rmaux  s W ~-k dans 
V n ; en raison du thdor~me de classification des espaces fibr5s, ces deux 
applications sont  homotopes.  Or, si nous dcrivons s nouveau  le dia- 
gramme commuta t i f :  

h 
N *- Aso(~. ) 

1 I 

W~_~ h ^ G~ 

nous en ddduisons, par  rel~vement  de l 'homotopie  h __~ g, qu'i l  existe 
une applicat ion hi, homotope  s h, telle que:  

N h~ 
A soa. ) 

C'est dire que la nouvelle applicat ion h i ne diff~re de l 'applicat ion F que 
par  un  isomorphisme ~ du voisinage tubulaire  N sur lui-m~me. On aura:  
h~ = 2' o ~ (restreint  s N) .  

Or, je dis qu'il  est possible de ddfinir (au besoin en augmen tan t  la 
dimension de l 'espace euclidien ambiant)  un nouveau  p longement  i '  de 
V n, tel  que, pour  la restr ic t ion s N ,  on air:  

i ' = ~ o i .  

E n  effet, on peu t  ddmontrer  le lemme:  
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Lemme.  Soit Q une varidtd ~ bard, de bord T;  supposons donnd un 
plongement i d'un voisinage de T (de la forme T • I)  dans un espace 
R~ ; il est possible de prolonger ce plongement ~ route la varidd Q dan8 
un espace Rp+q, o~ l'entier q est assez grand. 

E n  effet, soient Y~, Y2. .  Yp les p fonctions coordonn6es de Rp;  
dans un  voisinage U de T • I ,  les fonctions Yi, a rb i t ra i rement  pro- 
longdes k tou t  Q, s4parent  les points  ; prenons ensuite  un  nombre  suffisant 
de fonct ions (x 1, x ~ . .  xq), nulles sur T • I ,  pour  s~parer t o u s l e s  
points de Q - U (il suffit d 'en prendre  au plus 2n ~- 1, n dimension de 
Q). L 'ensemble  des fonctions Yl, xj ddfinit alors le p longement  cherchd 
de Q dans Rp+q. 

On appl iquera  ce lemme au compl~mentaire  Q ~ V ~ - N ; le plonge- 
men t  donnd sur le bord  T de N et  un voisinage de T de la forme T • I 
sera donn6 par :  i '  ~ ~ o i  . 

Dans ces conditions, on v~rifie imm6dia tement  que l 'appl icat ion F '  
canoniquement  a t tachde ~ l ' immersion i' : F '  : N --> Aso(k ) s'identifie 
l 'appl icat ion h~ ; par  extension,  on en d~duit que l 'appl icat ion 

/1 : V n  ---~ M (SO (k)) 

ddduite de h~ s'identifie ~ l 'applicat ion canonique associ~e s l ' immersion 
i ' .  Or, comme hi : N ---> A (SO (k)) 5tai t  homotope  h la restr ic t ion de h 

N ,  l 'appl icat ion ((dtendue~>/1 est homotope  h h. (Car on a supposd h 
((normalisde~) de telle fa~on que h(Q) soit le point  a compactif iant  de 
M (S O (k)).) Nous avons ainsi d~montrd : 

Thbori~me IV.6. L'ensemble L~_ k (V~) des classes de L-dquivalence 
d'une varidd V n s'identifie 5 l'ensemble C k ( V) des classes d'applications 
de V ~ clans M ( S O ( k ) ) ;  si k~ (n/2) ~- 1, cette identi/ication est compatible 
avec la structure de groupe abdlien donnde sur L~_ k et C k (V).  On a un  
thdor~me analogue pour  L~_k (V ' ;Z~) ,  le complexe M(O(]c)) rem- 
pla~ant M ( S O  (It)). 

Applications. Le nombre  m a x i m u m  de L-classes contenues dans une 
classe d 'homologie z cor respondant  s la classe u ~ H k ( V n ; Z )  est donn~ 
par  le nombre  des classes d 'appl icat ions  du complexe d 'Ei lenberg-Mac 
Lane  K ( Z , k )  dans M ( S O ( k ) ) ,  telles que /* (U)  ---- ~. Comme 
M ( S O ( 1 ) )  et  M ( S O ( 2 ) )  s ' identif ient  ~ K ( Z ,  1) et  K ( Z , 2 ) ,  on 
obt ien t  : 

Deux sous-varid~, orientdes, de dimension n -- 1 ou n -- 2, de la 
varidtd orientable V n sont L-dquivalentes d~s qu'elles sont homologues. 
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Corollaire:  Toute sous-varidd de dimension n --  2 homologue 5 0 est 
une varidtd-bord. (Rdsul ta t  t r iv ia l  pour  n - -  1 .) 

On a un rdsul ta t  semblable  pour  les sous-vari~t~s de dimension n - -  1 

en homologie m o d  2. 
Enfin, on a vu, au chap. I I .  (Th. I I .  16), que le second groupe d ' homo-  

topie  non nul  de M ( S O ( k ) )  appa ra i t  en  dimension k ~ - 4 ;  on en 
ddduit  que deux appl ica t ions  de V ~ dans  M ( S O ( k ) )  qui sont  homotopes  
sur le ]c-squelette de V n le sont  ~galement  sur le (k ~- 3ir Done:  
Deux  sous-varidtds orientdes de dimension ~ 3, homologues, sont L-dqui- 

valentes. 

5. Un th6ori~me fondamental .  Nous allons appl iquer  le thdor~me prd- 
cddent au cas oh la varidt5 V" est  la sphere  S n. Enon~ons le 

L e m m e  IV.7.  Le groupe L ~ ( S  n) des classes de L-dquivalence pour la 
sphere S ~ s'identi/ie, pour n ~ 2k  ~- 2, au groupe ~2 k des classes de 

cobordisme. 
I1 existe une appl ica t ion  canonique de L k ( S  '~) dans Qk,  ob tenue  en 

ass ignant  ~ tou t  reprdsen tan t  d ' une  L-classe sa classe de cobordisme ; 
ce t te  appl ica t ion  est  dv idemmen t  un  h o m o m o r p h i s m e  pour  la s t ruc tu re  
de groupe,  car, dans  les deux groupes,  l ' addi t ion  est  dSfmie pa r  la r~union 
des reprSsentants .  Cet h o m o m o r p h i s m e  appl ique  L k (S'~) sur g2 k ; soit C 
une classe de /2 k, W k une varidtd de la classe c. W k peu t  ~tre plongde 
dans R ~ pour  n ~ 2 / c  ~- 2, d o n c d a n s  S n, et  pa r  s u i t e c e s t  l ' image  
d 'une  L-classe de S ~. Res te  ~ m on t r e r  que le noyau  de cet h o m o m o r -  
phisme est  nu l ;  c 'es t -s  si deux varidt~s W k, W 'k plong~es dans  
S ~ sont  cobordantes ,  alors elles y sont  L-dquivalentes .  Soit  X k+l une  
vari~t~ s bord,  telle que aX k+~ ~ W 'k -- W k. On peu t  tou jours  p longer  
X k+l dans R n, si n ~ 2k ~- 2. D~finissons sur X k+l une fonct ion (de 
classe C ~) t, comprise  en t re  0 e t  1, telle que les dquat ions  t ~- 0, resp.  
t ~ l ,  ddfinissent W k, resp. W 'k P a r  compact i f ica t ion  des (R~ , t )  
en (S n, t), on ob t ien t  bien le p longement  de X dans  S ~ • I qui d~finit 
la L-~quivalence.  Si l 'on  r e m a r q u e  en plus que deux  p longements  arbi-  
t ra i res  de W k dans  S n, sont  toujours ,  pour  n ~ 2k -{- 2, L-dquiva-  
lents,  on a bien ddmontr~  que la correspondance  en t re  L k ( V  ~) et  t9 k 
est  un  i somorphisme.  

Nous pouvons  m a i n t e n a n t  ~noncer le th~or~me essentiel  de ce cha- 
p i t re  : 

Thbor~me IV.8.  Les groupes de cobordisme g2 k et de cobordisme mod 2 ~R k 

sont resp. isomorphes aux  groupes d'homotopie stables ~ +  ~( M(  ~O (n) ) ) , 
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I1 suffit d'appliquer le th~or~me IV. 6 au cas oh V n e s t  la sphere S n, 
en tenant  compte de l'isomorphisme L~:(S n) ~ T2 k du lemme IV. 7. On 
doit simplement remarquer, ce qui est un r~sultat classique en thdorie 
de la cohomotopie, que l'ensemble des classes d'applications 

] : S n+k --+ M(SO(n) ) ,  

muni de sa structure de groupe de cohomotopie est isomorphe au groupe 
d'homotopie ~n+ k(M (SO (n))) . 

6. Les groupes 9l ~ des classes mod 2. Au chapitre II, on a d6termind 
les groupes d'homotopie stables ~n+k(M(O(n))); on a vu (th~or6me 
I I .  10) que l'espace M(O(n)) a dans les dimensions ( 2n, m6me type 
d'homotopie qu'un produit  Y de complexes d'Eilenberg-Mac Lane: 

Y = K (Z 2, n) • K (Z 2, n + 2) • . . .  (K (Z2, n A- h)) d(h) • . .  h ~ < n .  

oh d(h) est le nombre des partitions non-dyadiques de h, c'est-s des 
partitions qui ne contiennent aucun entier de la /orme 2 m -  1. Donc: 

Th6ori~mc IV.9. Pour toute dimension k, le groupe 9l k eat isomorphe 
~t la somme directe de d(k) groupes isomorphes ~ Z2, ou d(k) ddsigne 
le hombre des partitions non-dyadiques de l'entier k. 

Ceci ddtermine la structure additive des ~R k. 
I1 rdsulte du thdor~me I I .  10 que toute application de S n+k, n } k, 

dans M(O (n)), qui est homologiquement nulle (mod 2), est homotopi- 
quement nulle. Ce rdsultat peut ~tre prdcisd comme suit: pour toute par- 
tition non-dyadique to de k, on a ddfini une apphcation 

.F,, : i ( O ( n ) )  --> K(Z2, k + n) ,  

F ~ ( t ) - =  Z~,  oh X~ d~signe la classe de Hk+n(M(O(n))) telle que * 
ddfinie par la fonction sym6trique: 

Z ( t l ) a ~ + l ( t 2 ) a 2 + l  . . .  ( t r ) a r + l t r + l  . . t n 

oh les entiers (ai) constituent la parti t ion non-dyadique ~o de k. Po- 
sons, dans la cohomologie Hk(Gk ; Z2): 

Y ~  = ~ ( t l )  a ~ ( t 2 )  a~ . .  ( t r )  ar 

On a alors, avec les notations de I I .  2: 

= 

D~signons par /~, une base de zn+7,(M(O(n))), telle que, par dualitd 
avec les F~,  on ait: 
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/*, Fo~(t ) : O~,(s), s classe fondamentale  de Hk+n(S k+n ; Z~) (1) 

et oh 5~, est le symbole de Kronecker  avec sa signification classique, 
les part i t ions o~ rempla~aut les entiers pour indices. 

Les applications ]~, peuvent  6tre supposdes t-r6guli~res sur la grass- 
mannienne G~ contenue dans M (O(n)) ; soit V~, une image r6ciproque 
de G n pour /~, ; formons alors un voisinage tubulaire normal  de V 
dans S n+k, et soit ~* l ' isomorphisme (~*) associd; ddsignons par  
Y~ l ' image de la classe Y~ dans la cohomologie de V par  l 'application 
/~,, restreinte /r V~, ; la classe Y~, s 'exprime alors en fonction des 

classes Wi, classes caractdristiques de Stiefcl-Whitney de la s t ructure 
fibr6e normale ~ V dans S n+k. D'apr~s le diagramme commuta t i f  (1) 
de I I . 2 ,  on aura:  

~*(Y'o,) qs* /* , (YJ  �9 �9 �9 o, = = /~,~0 o (Y~) = /~, (X~) = ~o,,(s) d'aprbs (1). (2) 

Appelons nombres caractdristiques normaux les valeurs prises par tout  

polyn6me en W~, de poids to ta l  k, sur la classe fondamentale  de V. 
La relation (2) exprime que si une application / : S  n+k --->M(O(n)) 
n'est  pas homotopiquement  nulle, il existe une combinaison lin6aire non 
triviale des X~ dont  l ' image par  /* n 'est  pas nulle dans H*(Sn+k); 
par suite, un  au moins des nombres caract6ristiques normaux de V n 'es t  
pas nul. Ceci nous permet  d'6noncer la r6ciproque du th6orbme de Pon- 
tr jagin : 

Th6or6me Iu Si une varidtd V k a tous ses nombres caractdristiques 
de Stie/el-Whitney nuls, c'est une varidtd-bord (mod 2). 

En effet, si t o u s l e s  nombres caract6ristiques d6finis /~ part ir  des 
classes W i de la s t ructure tangente  sont nuls, il en va  de m6me des 

nombres caract6ristiques normaux d6finis ~ part ir  des classes Wr; en 
effet, d'aprbs les relations de Whi tney  

Xi Wi �9 W~_~ ---- 0 

les W, sont des polynSmes par  rapport  aux W i . 

Corollaire Iu  Si les nombres caractdristiques de Stie/el-Whitney 
de deux varidtds V, V' sont dgaux, V e t  V' sont cobordantes mod 2. 

Remarque. Ce rdsultat  implique que, dans le groupe -- isomorphe 
Hk(G~,) -- des nombres caract~ristiques (tangents) d 'une varidt6 V ~ 
de dimension k, il y en a exactement  d (k) qui sont lindairement indd- 
pendan t s ;  on peut  v~rifier ce rdsultat  pour les petites dimensions 
(k ~ 6), en t enan t  compte des relations de Wu Wen-Tsiin [33] qui lient 
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les classes W i de la structure tangente d'une varidtd. La question se 
trouve ainsi posde de savoir si les relations de Wu donnent routes les rela- 
tions liant les W~ de la structure des vecteurs tangents ~ une vari6t~. 

7. Structure multiplicative des groupes 9~ k. Posons k = r + s;  
soit o h une partition non-dyadique de r, co 2 une partition non-dyadique 
de s ; la r~union (Wl, oJ2) cst une partition non-dyadique de k. 

On a ddfini plus haut la vari6t6 V~ ; rappelons que tousles  nombres 
caract6ristiques normaux Y~,, de V~ sont nuls, s l'exception du nombre 
Y~. On va montrer que la vari6t6 V k est cobordante mod 2 au produit 
des varidtgs: V'~ • V~2. I1 suffira pour cela de montrer, d'apr~s le 
corollaire IV.11, que tous leurs nombres caractdristiques de Stiefel- 
Whitney sont 6gaux. 

Or cela r~sulte immddiatement de la fornmle suivante, que nous allons 
~tablir: Y~ = X(~,,~> (r~) (Y~,) (3) 

oh (oJ, co) parcourt toutes les d6compositions possibles de la partition 
eo de k e n  une partition wl de r et une partition w~ de s. I1 rdsulte en 
effet, de (3), que tous les nombres Y~, du produit V~ • V~ sont 
nuls, s l 'exception de Y~, oh ~o -~ (Wl, r 

Rappelons que la structure fibrde normale du produit V r • V' OJ l tO 2 
est le joint des structures fibrdes normales de V' et de V ~ Dd- oJ 1 ~ oJ 2 �9 

signons par W~ les classes normales de la vari6td-produit, par U i 
celles du facteur V~, par V~ celles du facteur V,*. Le thdor6me de 
<~dualitd>> de Whitney s'exprime par la formule symbolique: 

2:1 W~ t ~ = I;~ U~ t ~ x 27j V~ t j . 

Ddsignons par u~, resp. vj les r racines symboliques du premier (resp. 
less  racines du second) facteur. Si dans l'expression 

roJ = Z (tl) a' (t2) a2 . . .  (tq) aq 

on substitue aux racines t i l'ensemble des k racines u i et vj, on doit 
tout  d'abord annuler t ous l e s  termes pour lesquels le degr6 total en 
(u~) est # r, et le degrd total en (re) est ~ s, ceci pour des raisons de 
degr6 ; les termes restants peuvent se grouper sous la forme : 

Y ~  = ~ ' ( ~ l , t O , ) ~ '  ( U l )  al  (U2)  a '  . .  (Urn) a'tn �9 ~ '  (Vl)  bl (V2) b '  (V.) bn ( 4  I 

oh o h ddsigne la partition ill, a 2 . . .  aq de r, extraite de m, et ~ 
ddsigne la partition (b,, b~ b~) de s, form6e des entiers restants. Le pre- 
mier 2: s'effectue suivant toutes les ddcompositions possibles de la par- 
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t i t ian to en une par t i t ion  ~o 1 de r et  une par t i t ion  t% de s ; les deux autre~s 
2: sont  des 2: de sym6trisat ion,  avee la convent ion classique en pareil  eas. 
Pa r  ailleurs, si r se d6compose en (oJ1, r , je dis que cet te  dgcomposi- 
t ion ne figure qu 'une  seule fois dans l 'expression (4), m~me si cette d~com- 
position peut  6tre obtenue de plusieurs mani~res diffdrentes s par t i r  de o~. 
Supposons en effet que la d6composit ion (wl, to2) puisse s 'obtenir  de deux 
mani~res diffdrentes /~ par t i r  de w, c 'est-g-dire qu' i l  existe une per- 
muta t ion  P des k variables (ti), qui, dans le monSme typ ique  

( t l )  a ,  ( t~)  a ,  . .  ( t in)  ~  ( t ~ + ~ )  b' . . .  ( t k )  b" 

t ransforme la ddcomposit ion (o~, to2) en une ddcomposit ion isomorphe. 
Alors la pe rmuta t ion  P t ransforme le monSme typ ique  en lui-m~me, 
e t  par  suite, la pe rmuta t ion  P ,  inessentielle, n ' in te rv ien t  pas dans la 
symdtrisat ion.  La  formule (4) s ' identifie donc bien s la formule (3) 
d6montrer .  P a r  suite, si la par t i t ion  non-dyadique  ~o de k se ddcompose 
en une par t i t ion  o l  de r ,  et  une par t i t ion  r de s, on a, pour  les classes 
des varidt6s V~ correspondantes :  

V' V ~ IvY] = [ ~3 • [ ~3 (5) 

Les seules classes [V~] non ddcomposables sont  par  suite les classes 
k [ V ( j ,  oh (k) est la par t i t ion  de k constitude de l 'ent ier  k lui-mgme 

(k non de la forme 2 m --  1). Tou te  au t re  classe se me t  --  un ivoquement  
- -  sous forme d 'une  somme de produi ts  de ces classes inddcomposables.  
Ceci nous pe rmet  d '6noncer:  

Th6orbme IV.12. L'anneau 9l des groupes 91~ est isomorphe d une 
alg~bre de polyn6mes sur le corps Z 2, admettant un gdndrateur [V~k)] 
pour toute dimension k qui n'est pas de let [orme 2"* --  1. 

Corollaire: Si  V et V' ne sont pas des bards (mad 2), la varidtd pro- 
duit V • V' n'est pas un  bard (mad 2). 

Les 9dndrateurs pour les petites dimensions. 
Le premier  g6ndrateur appara i t  pour  k = 2;  le nombre  caractdris- 

t ique correspondant  est X(t*) = (27t)2 = (W1) 2=-  (W~)2; un reprdsen- 
t an t  de la classe [V~2)] est  donnd par  le plan projec t i f  rdel P R ( 2 ) .  

Pour  k = 3,913 = 0 .  

Pour  k = 4,  on a un  nouveau  gdndrateur,  de hombre  earactdrist ique 

normal  (t) 4 = (W~) 4-= (W~)4; il est  reprdsentd pa r  la 
somme P R ( 4 )  -t- ( P R ( 2 ) ) 2 ;  le groupe 914 est iso- 
morphe  ~ Z2 § Z2; on notera  que le plan projec t i f  
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complexe PC(2)  est cobordant mod 2 au carr6 du plan 
projectif rdel P R ( 2 ) .  

Pour k ~ 5 ,~5,  isomorphe k Z2, est engendrd par le g6ndrateur 
[ V(s)]. Le nombre caract6ristique tangent correspondant 
est W~. Wa; la classe est repr6sent6e par une varidtd 
fibr6e sur S 1, de fibre PC(2) ,  qui a 6t6 construite par 
Wu Wen-Tsiin [3a]. 

Pour k = 6,9~ 6 est isomorphe k (Z2)a; deux classes ddcomposables: 
(PR(2 ) )  a et P R ( 4 )  • P R ( 2 ) ;  la classe primitive 
[V(~)] admet pour nombre caractdristique normal 

~ ( t  ~) = (~(t)~)  ~ = (w~) 2 + ( w 2 .  w,)~ + ( w l )  ~ . 

On v6rifie aisdment qu'un repr~sentant de cette classe est donn6 par 
l'espace projectif P R ( 6 ) .  

Pour k ~ - 7 ,  comme k ~ 2 a -  1, toute classe est ddcomposable 
~7 ~ Z2 ' de g~n~rateur [ V(5)] • [ V(2)] �9 

Pour k ~-- 8. on a une classe primitive, dont le nombre caract6ristique 
associ6 est (W~)8; tout  ~ldment de cette classe [V(s)] 
est cobordant mod 2 k l'espace projectif P R(8), modulo 
des dl6ments d6composables qu'on pourrait expliciter 
sans difficult6. 

De fa~on plus gdn6rale, on peut montrer: 

Pour  toute dimension paire n----2r,  la classe primitive [V~.)] 
s 'obtient en ajoutant  k la classe [P  R (n)] de l'espace projectif r6el cer- 
taines classes d6composables convenablement choisies. 

I1 suffit de ddmontrer que le nombre caract6ristique normal 2:(~) n 

n'est pas nul pour P R ( n )  (on ddsigne ici par ~ les variables ~ asso- 

cides symboliquement aux classes normales Wi); si, en effet, outre 

2:(~) n, d'autres nombres caract6ristiques normaux tels que 

. .  TM , 

oh les a i forment une partition non dyadique oJ de n, ne sont pas nuls 
pour P R ( n ) ,  on formera la somme P R ( n )  + [Ji V~ ' pour cette va- 
ri6t6, tous les nombres baractdristiques normaux d6finis par des parti- 

tions non-dyadiques de n sont nuls, k la seule exception de 27(t)~; 
cette vari~td e s t  donc un repr~sentant de la classe primitive [V~)]. 

80 



Et,  d'apr~s la formule (5), routes les classes [V~i], o)~ ~ (n), sont d~- 
composables. 

Or, pour route varidt~ V ~, le nombre caract~ristique normal  ~(~n 
est dgal au hombre caractdristique tangent  27(t~). En  effet, d'aprSs la 
formule de dualitd de Whi tney  [32], les variables t de la s t ructure tan- 

genre, et les t~ de la s t ructure  normale sont lides par la relation: 

Z W  i t  ~ • ZW~ t i = 1 

ce qui signifie que route fonction symdtrique de l 'ensemble des t i et  

des tj, non constante, est nulle. Par  suite 27(ti) ~ ~ 27(~) ~ = 0. 
Or, si l 'on d6signe par d le g6n6rateur de H I ( p R ( n ) ; Z 2 )  , le poly- 

n6me de Stiefel-Whitney de P R (n) s'dcrit : 

�9 ( n j  

Ceci peut  s'dcrire, symbol iquement :  (comme d ~+1 = 0) (1 -~ d .  t) n+l. 
On peut  donc considdrer que ce polynSme admet  n -~ 1 racines routes 

dgales ~ t = -- l / d ;  comme n est pair, la somme Z(ti) n e s t  dgale 
1/(d) n e t  le nombre caractdristique associ5 est dgal ~ 1. 

J ' ignore par contre s'il existe une gdndralisation convenable de la 
construction de Wu qui fournisse les gdndrateurs de dimension impaire. 

8. Les groupes Qk. Les groupes d 'homotopie stables 

ne sont pas connus en gdndral ; pour les petites valeurs de k, on a seule- 
ment  le rdsultat  du thdor~me I I .  16, qui donne:  

Th~ori~me IV.13. Pour les valeurs de k (  8, les ffroupes ~ k  sont: 

Rdsul ta t  trivial pour k ~ 2; les rdsultats concernant ~ et ~4 ont 
dtd annoncds par Rokhl in  t19--20]. Le gdn~rateur de ~4 est repr~sent~ 
par le plan project if  complexe P C ( 2 ) ;  ceci entralne en particulier: 

Corollaire IV.14. Le hombre caraetdristique p4 de Pontr~affin d'une 
varidtd orientde de dimension 4 est dgal 5 3~, ou ~ ddsigne l'index de la 
/orme quadratique dd/inie par le cup-produit sur H~(V 4, R) .  

Cela rdsulte imm~diatement  des thdor~mes IV.  1 et 2, associds au fair 
que ~ a  Z ;  le coefficient 3 s 'obt ient  en calculant la valeur de /)4 
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pour PC(2) ,  pour lequel v = 1. Ce rfsultat  avait 6t~ conjectur~ par 
Wu Wen-Tsiin, qui avait ddmontr4 que le hombre p4 est divisible par 
3 [35]. I1 a dt4 dgalement obtenu par Rokhlin [20] et par moi-mgme, par 
une voie diff~rentel~). 

On remarquera que ce rdsultat entralne l'invariance topologique de la 
classe p4 dans une V 4 ; il n'en serait pas moins trbs souhaitable d'avoir 
une ddmonstration plus directe de In relation P '  = 3v. En particulier, 
la classe de cobordisme d'une V 4 est ind~pendante de sa structure diffd- 
rentiable. 

On a vu au chap. I I . 5  que In cohomologie H*(M(SO(n)) )  est, h 
coefficients rationnels, isomorphe ~ celle d 'un produit Y de complexes 
d'Eilenberg-Mae Lane : 

Y = K  (Z,k) x K (Z,k  A-4) x (K  (Z,k+S))2. . .  (K (Z, k+4m))~(m)..., m<~ k,  

oh c(m) est le rang de H4m(Gk;R),  et il existe nne application 
F : M (SO (k)) --~ Y qui induit un tel isomorphisme. On en ddduit, par 
application de la C-thdorie de J. 1 ). Serre, C d6signant ici la famille des 
groupes finis (cf. [22]). 

Th6or~me IV.15. Tousles  9roupes D i sont finis, si i ~/~ 0 mod 4; 
la composante libre du groupe ~ n  est de rang c(m), hombre de Betti 

A 

de dimension 4 m de la grassmannienne G k . 

Corollaire IV.16. Si tous les hombres caractdristiques de Pontr]agin 
d'une varidtd orientde V k, sont nuls, il existe un entier non nul N tel que 
la varidd N .  V soit une varidtd-bord. 

On remarquera que le g6ndrateur de fj5 ~ Z2 est la varidtd de Wu 
ddfinie en [33]. 

La structure multiplicative des D k. 
Ddsignons par /2 T l'ensemble des dldments d'ordre fini de ~ .  ~ r  

est un iddal de ~ ,  et l'on peut ddfinir l 'armeau quotient /2 /~  ~. On a vu 
(Th. IV.15) que la composante de cet anneau pour la dimension 4m, 
est la somme directe de c (m) groupes isomorphes & Z ; ddsignons par Q 
le corps des rationnels ; nous trouvons ainsi que 

D 4m | Q ~__ z~+, , , ( i (SO(k ) ) )  | Q 

est en dualit6 (sur le corps Q) avec le groupe de cohomologie 

1~) Voir mon expos~ au Colloque de Topologie de Strasbourg (Juin  1952). L a N o t e  
[20] de Rokhlin cont ient  6galement des r6sultats sur les groupes ~ ,  dont  le r6sultat  erron4 
~ = Z~ ( a u l i e u d e  Z~ A-Z~). 
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A 

Hk+4m(M(SO(k)); Q) ~ H'm(G~ ; Q) ; 

ainsi, t ou t  ~l~ment de Q/s pour  la dimension 4m est ent i~rement  ca- 
ractSris~ par  les valeurs des hombres  caract~ristiques normaux 

( / / ( p , r ) ,  V,m ) ,  

d6finis dans l ' immersion d 'une  vari~td V 4m de la classe dans l 'espace 
euclidien. I1 impor te  toutefois  de prdciser le point  su ivant :  si l 'on se 
donne ((a priori~) un syst~me de c(m) valeurs enti~res n~, il n 'es t  nulle- 
ment  certain qu'i l  existe une varidt6 a d m e t t a n t  pour  ensemble de ses 
nombres caract~ristiques no rmaux  (ou tangents)  le systSme des n i ; mais 
on peut  affirmer l 'existence d 'un  ent ier  non nul  ~V tel que le syst~me 
des produi ts  N . n  i const i tue l 'ensemble des hombres caract~ristiques 
no rmaux  (ou tangents)  d 'une  varidtd V 4~. 

Cela &ant ,  on peu t  refaire pour  le produi t  tensoriel  /2 | Q la th~orie 
faite pour  l ' anneau 92. Rappelons  que dans la th~orie de Borel-Serre,  
les classes de Pont r jag in  sont assocides aux fonctions sym&riques  dldmen- 
taires des carr6s (xi) ~ de variables x i de dimension 2 (s'il existe une 
s t ruc ture  uni ta i re  subordonnde ~ la s t ruc ture  or thogonale  donnde, les 
fonctions sym&riques  des x~ donnen t  les classes de Chern de cet te  struc- 

/ x  

ture).  On obt ien t  ainsi une base du groupe H4"(Gk) en fo rmant  tous les 
monSmes sym&risds : 

= r . . .  

oh les entiers a~, a 2 . .  a~ cons t i tuent  toutes  les par t i t ions  (co) pos- 
sibles de l 'ent ier  m.  

Si Xp et  Yq sont  deux  varidt~s orientdes, les hombres  caractdris- 
t iques no r ma ux  de la va r i&&produi t  Xp • yq sont donnds en fonct ion 
de ceux des fac teurs  Xp et  Yq par  la formule:  

P,o(XP • Yq) = X,o,,,o, P,,,~(X~). P,o~(Yq) (3') 

oh oJ~, co 2 parcouren t  l 'ensemble des par t i t ions  compl6mentaires  de 
telles que deg eo~ = p,  deg o9 z ---- q. 

Or, d'apr~s la remarque  plus haut ,  il existe pour  toute  dimension 4m,  
des varigt~s V 4~ dont  t o u s l e s  nombres  caract6rist iques normaux  sont  
nuls, s la seule except ion  du nombre  (2 : (x i )  2m, V 4~ ) ; soit Y[4~ la 
clemse correspondante  de s | Q. Il  r6sulte alors de la formule (3') e t  
du corollaire IV.  16, que les classes Yta~] sont  ind6composables,  et  que 
toute  aut re  classe de s | Q s 'expr ime de fa~on univoque  comme somme 
de produits  de classes Yt~].  D'oia le: 
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Th~ori~me IV.17. L'alg~bre ~ • Q est une alg~bre de polyn6mes admet- 
rant un gdndrateur Y~am] pour route dimension divisible par 4. Nous allons 
maintenant montrer que la classe Y4m est, & un facteur non nul pros, 
la somme de la classe de l'espace projectif complexe PC(2m) et d'dl6- 
ments d~composables ; on pourra ainsi faire choix, comme nouveau gdnd- 
rateur Y'E~m], de la classe de PC(2m) .  I1 suffit, ici encore, de vdrifier 
que le hombre caractdristique normal de PC(2m) ,  associd s la classe 
2:(xi)~m n'est pas nul. Or, en vertu des formules de dualit5 entre classes 
normales et classes tangentes, le nombre caract6ristique normal associd 
2:(xi) ~m est l'oppos~ du nombre caractdristique tangent associ5 s la 
m~me classe. Or on sait que le polynSme de Chern de l'espace projectif 
complexe PC(2m) s'dcrit (en d~signant par d la classe de la droite 
projective): 

12m~-I I d2m. x2m 

soit, symboliquement: 

C(x) ~- (1 ~-dx) 2m+1 . 

On peut donc consid~rer que les racines de ce polyn5me sont en nombre 
2 m ~  1, et toutesdgales& x~-= -- l id .  

Dans ces conditions, le nombre earact~ristique (Z (x i )  ~m, PC(2m)  
estdgals  2 : ( ( - -  1/d~ m,d ~m} • 2 m +  1. 

Le nombre caract~ristique normal de PC(2m) associ~ ~ la classe 
(xi)~m est donc ~gal h - - (2m ~- 1) r 0 et la propri~t~ est prouv~e. 
On en tire: 

Corollaire IV.18. Pour toute varigtd orientde V ~, il existe un entier 
non nul N tel que la varidtd multiple N �9 V ~ soit cobordante dt une combinai- 
son lindaire d coe//icients entiers mi de produits d'espaces pro]ecti]8 com- 
plexes de dimension complexe paire. Les entiers mi sont des /onctions 
lindaires homog~nes des hombres caractdristiques de Pontr]agin de N .  V ~. 

Remarque. On peut se demander si les produits d'espaces PC(2]) 
ne constituent pas une base du Z-module D/.Q T . I1 enes t  effectivement 
ainsi pour la dimension 4, car la classe PC(4) engendre 94. On peut 
montrer qu'il enes t  de m~me en dimension 8 ; en effet, pour cette dimen- 
sion les nombres caractdristiques ps et (/)4)2 sont lids par les relations 
suivantes : 

(p4)~_ 2.ps-=--0 mod 5 

7 ps _ (pa)~. = 45v . 
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La premiere relation provient de la relation St~ A = O, dans la varidt6- 
produit (cf. Wu [35]) ; la seconde s'obtient en ~crivant v comme fonction 
lindaire homog~ne de ps et (p4)~ et en ddterminant les coefficients par 
les exemples-types PC(4)  et (PC(2) )  2. Soit V s une varidt~, v la 
signature de la forme quadratique du cup-carrd sur H4(V s, R). Si on 
pose (p4)2 _ 2p8 = 5q, alors on vdrifie que V 8 et la varidt6 

q. PC(4)  -k (v --  q)" (PC(2) )  ~ 

ont m~mes hombres de Pontrjagin et sont cobordantes (rood Y2T). La 
gdndralisation de ce rdsultat exigerait des connaissances plus prdcises sur 
les propridtds arithrndtiques et topologiques des hombres de Pontrj agin ~3). 
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