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Introduction 

On sait que les complexes K (/7, q) introduits par Eilenberg-MacLane 
dans [4] jouent un r61e essentiel dans un grand nombre de questions de 
topologie alg6brique. Le pr6sent article est une contribution ~ leur 6tude. 

En nous appuyant sur un th~or~me d6montr6 par A. Borel dans sa 
th~se [2], nous d~terminons les alg~bres de cohomologie modulo 2 de 
ces complexes, tout au moins lorsque le g roupe / /poss~de  un nombre 
fini de g~n~rateurs. Ceci fair l 'objet du w 2. Dans le w 3 nous 6tudions le 
comportement asymptotique des s6ries de Poincar6 des alg~bres de coho- 
mologie pr6cddentes ; nous en ddduisons que, lorsqu'un espace X v~rifie des 
conditions tr~s larges (par exemple, lorsque X est un poly~dre fini, sim- 
plement connexe, d'homologie modulo 2 non triviale), il existe une in- 
finit6 d'entiers i tels que le groupe d'homotopie gi(X) contienne un 
sous-groupe isomorphe ~ Z ou ~ Z2. Dans le w 4 nous pr~cisons les rela- 
tions qui lient les complexes K(II, q) et les diverses ((operations coho- 
mologiques)>; ceci nous fournit notamment une m6thode permettant 
d'dtudier les relations entre i-carr6s it~rds. Le w 5 contient le calcul des 
groupes ~.+3(S~) et g.+4(S.); ce calcul est effectud en combinant les 
r6sultats des w167 2 et 4 avec ceux d'une Note de H. Cartan et l 'auteur 
([3], voir aussi [14]). Les w167 4 et 5 sont inddpendants du w 3. 

Les principaux rdsultats de cet article ont gt6 rdsumds dans une Note 
aux Comptes Rendus [9]. 

w 1. Pr61iminaires 
1. Notations 

Si X est un espace topologique et G un groupe ab~lien, nous notons 
Hi(X,  G) le i-~me groupe d'homologie singuli~re de X s coefficients 
dans G ; nous posons H .  (X, G) ----- .~i~=o H i (X, G), le signe Z repr6sen- 
tant  une somme directe. 
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De fa?on analogue, nous notons H i (X,  G) les groupes de cohomologie 
de X ,  et  nous posons H* (X,  G) = Z~'=0 H~ ( X ,  G). 

Les groupes d 'homologie e t  de cohomologie relatifs d ' un  couple (X ,  Y)  
sont  notes H~(X,  Y ; G) et H i ( X ,  Y ; G). 

Nous notons  Z le groupe addi t i f  des entiers  et  Z ,  le groupe addi t i f  des 
entiers modulo n.  

2. Les i-earr6s de Steenrod 

N. E. Steenrod a d~fini dans [ 12] (voir aussi [ 13]) des homomorphis-  
mes : 

Sq  ~: H n ( X , Y ; Z 2 ) - + H n + i ( X , Y ; Z 2 )  (i ent ier  ~>0) , 

oh (X,  Y) ddsigne un  couple d'espaces topologiques, avec Y c X .  Ces 
oI~rat ions ont  les propri6tds suivantes 1): 

2.1. Sq~o/*  = / * o  Sq  i, lorsque f est une applicat ion continue d 'un  
couple (X, Y) dans un  couple (X', Y'). 

2.2.  Sqio  ~ = ~ o Sq  i, ~ ddsignant le cobord de la suite exacte  de 
cohomologie. 

2.3. Sq~(x 'Y)  ---- Zi+k=~ S q ~ ( x ) ' S q ~ ( Y ) , x ' Y  dds ignan t lecup-produi t .  

2.4.  Sqi (x )  ~ x ~ si dim. x = i ,  S q i ( x ) ~ O  si dim. x < i .  

2.5. Sq~ = x.  
On sait que route  suite exacte  0 -+ A -+ B -+ C -+ 0 d~finit un  opd- 

ra teur  cobord 5 : H'~(X, Y ; C) -+ H'+~(X,  Y ; A).  En  part iculier  : 

2.6. Sq  ~ coincide avec l 'op6rateur  cobord at tach~ k la suite exacte  

0 -+Z2 -+Z4 -~Z2 -+ 0 . 

On a donc une suite exacte  : 

2 .7  . . . .  - - + H ' ~ ( X , Y ; Z 4 ) - - + H " ( X , Y ; z 2 ) S q - ~ H n + ~ ( X , Y ; Z 2 )  

---> H'~+I(X, Y ; Z4) --+ �9 �9 �9 

3. Les i-carr6s it6r6s 

On peut  composer  ent re  elles les op6rations Sq i. On obt ient  ainsi les 
i-carrds itgrds Sq  i' o Sq  i2 o . . . o  Sq  ir qui appl iquent  H ' ( X ,  Z2) dans le 
groupe H " - i l + ' " + i r ( X ,  Z2). Une telle op6rat ion sera notde Sq r, I dd- 
signant la suite d 'ent iers  {i 1 . . . . .  i,}. Nous supposerons toujours  que 

1) Cos propri6t6s sont  d6montr6es darts [12], h l 'exception do 2.3, dont  on t rouvera  la 
d6monstra t ion dans une ]Note do H.  Cartan aux Comptes Rendus  2~10, 1950, p. 425. 
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les entiers i 1 . . . . .  ir sont > 0 (ceci ne rest re int  pas la gdndralit~, 
cause de 2.5). 

Les ddfinitions suivantes joueront  un  rSle essentiel par  la suite : 

3.1.  L 'en t ie r  n ( I )  ---- i 1 ~- . . . -4 -  i~ est appel~ le degrd de I .  

3.2. Une suite I e s t  dite admissible  si l 'on a : 

i l  ~ 2i2, i2 ~ 2 i3 , .  . . ,  ir_l ~ 2i~ . 

3.3. Si une suite I e s t  admissible, on ddfinit son exc~s e (I) p a r :  

e(I )  ~-- (i~ - -  2i2) ~- (i 2 --  2i3) - ~ . . .  ~- (i~_~ --  2i~) -~ i~ 
~-- i 1 - -  i 2 - -  . . . - -  i~ = 2i  1 - -  n ( I )  . 

Par  ddfinition, e (I) est un  ent ier  ~ 0, et  si e (I) ---- 0 la suite I est 
vide (l 'opSration S q  i correspondante  est done l ' identitd). 

4. Les complexes d'Eilenberg-MaeLane 

Soient q un  e n t i e r , / / u n  groupe (abdlien si q ~ 2). Nous dirons qu 'un  
espace X est un  espace K ( I I ,  q) si n i ( X )  = 0 pour  i C q ,  et si 
nq(X)  = II .  On sait (cf. [4]) que les groupes d 'homologie et  de cohomo- 
logie de X sont  isomorphes s ceux du complexe K (//,  q) ddfini de fa~on 
puremen t  algdbrique par  Eilenberg-MacLane.  Nous noterons  ces groupes 
H i ( / / ;  q, G) et  H i ( / / ;  q, G), G 5tant  le groupe de coefficients. 

Pour  tou t  couple ( / / ,  q) il existe un espace X qui est  un espace 
K(I I ,  q) (cf. J .  H. C. Whitehead,  Ann. Math.  50, 1949, p. 261--263). 
Soit X r le complexe cellulaire obtenu en <(rdalisant gdomdtriquement>) 
le complexe singulier de X~);  on sait  que ~i(X/) = 7ei(X ) pour  tou t  
i >//0, donc X I e s t  un  espace K(I I ,  q). Comme d ' au t re  pa r t  on peut  
subdiviser simplicialement X I, on obt ient  f inalement : 

4 .1 .  P o u r  tout couple (II, q) i l  existe u n  espace K (I1, q) qui est un  
complexe  s impl ic ia l .  

(Ici, comme dans tou te  la suite, nous entendons  par  complexe  s impl ic ia l  
un complexe K qui peu t  avoir  une infinitd de simplexes et  qui est muni 
de la topologie ]aible : une par t ie  de K est ferm6e si ses intersections avec 
les sous-complexes finis de K sont fermdes.) 

~) L'espace X '  est d6fini et 6tudi6 dans les articles suivants: 1) J.  B. Giever, On t h e  
e q u i v a l e n c e  of  t w o  s i n g u l a r  h o m o l o g y  t h e o r y ,  Ann. Math. 51, 1950, p. 178--191; 
2) J.  H. C. Whitehead, A c e r t a i n  e x a c t  s e q u e n c e ,  Ann. Math. 52, 1950, p. 51--110 
(voir notamment  les nOS 19, 20, 21). 
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5. Propribt~s ~ilbmentaires des espaees K(H, q) 

5.1.  Pour tout couple (//,  q) il existe un espace fibrd contractile dont la 
base est un espace K(II ,  q) et dont la fibre est un espace K(II ,  q --  1). 

Rappelons  ([8], p. 499) que l 'on obt ient  un tel espace fibrd en p renan t  
l 'espace des chemins d'origine fixde sur un  espace K( / / ,  q). 
L'dnoncd suivant  est dvident:  

5.2.  Si X est un espace K(II ,  q) et si X ~ est un espace K(1T,  q), le 
produit direct X •  ~ est un espace K ( I I  -F I I  ~, q). 

Soit ma in tenan t  X un  espace K(I1, q), le g r o u p e / / ~ t a n t  abdlien (ce 
n 'es t  une restr ict ion que si q---- 1). On a alors Hq(X, Z) ~--II, d'o~l 
H q ( X ,  111) z H o m  ( H , / / ) .  Le groupe Hq(X ,  II)  cont ient  donc une 
((classe fondamentale)) u qui correspond dans H o m  (// ,  H)  s l 'applica- 
t ion ident ique d e / / s u r / / .  Soit alors / : Y --> X une applicat ion cont inue 
d 'un  espace Y dans l 'espace X ;  l 'dldment /*(u) est un  ~l~ment bien 
d~fini de Hq(Y,  II)  et il rdsulte de la thdorie classique des obstruct ions 
(cf. S. Eilenberg, Lectures in Topology, Michigan 1941, p. 57--100) que 
l 'on a : 

5.3.  Si  Y est un complexe simplicial, f --> ]* (u) met en correspondance 
biunivoque les classes d'homotopie des applications de Y dans X et les dld- 
ments de Ha ( Y,  II). 

(On t rouvera  dans [5], IV un  r~sultat tr~s proche du precedent .)  
Si Y est un espace K ( H  ~, q), on a H a ( y ,  II)  ~-- Horn ( H  ~,//),  d 'oh : 

5.4.  Si  un complexe simplicial Y est un  espace K (I1 ~, q), les classes 
d'homotopie des applications de Y dans un espace K ( II,  q) correspondent 
biunivoquement aux  homomorphismes de I I  ~ dans H .  

6. Fibrations des espaces K(II, q) 3) 

Donnons-nous un  ent ier  q, et une suite exacte  de groupes abdliens : 

O -* A --> B -~ C ~ O . 

6.1.  I I  existe un espace /ibrd E ,  de ]ibre F et base X ,  oit F est un espace 
K ( A ,  q), E un espace K ( B ,  q), X un espace K(C,  q), et dont la suite 
exacte d'homotopie (en dimension" q) est la suite exacte donnde. 

Soient Y un  complexe simplicial qui soit un  espace K ( B ,  q), X un  
espace K(C,  q) et / : Y --> X une applicat ion continue telle que 

/0: ~(Y) -~ (x )  
soit l ' homomorphisme donn~ de B sur C (cf. 5.4). 

a) Ces fibrations m'ont 4t6 signal4es par H. Cartan. 
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On prend  pour  espace E l 'espace des couples (y,  a(t)), oh y e Y,  et  
oh a(t) est un  chemin de X tel que a(0) ---- [(y). L'espace E est rdtrae- 
tile sur Y, c 'est  donc un  cspace K ( B ,  q). L'appl ica t ion (y,  a(t)) -~ a(1) 
fait  de E un  espace fibrd de base X (c'est une gdndralisation imm6diate  
de la Proposi t ion 6 de [8], Chapitre  IV). La  suite exacte  d 'homotopie  
mont re  alors que la fibre F de cet te  f ibration est un  espace K(C,  q) ; 
plus prdcis~ment, la suite : 

~ + I ( X )  -~ ~ ( F )  -~ ~ ( E )  ~ ~ ( X )  -~ ~ _ ~ ( F )  , 

est ident ique h la suite exacte  0 -~ A -+ B -~ C -~ 0 donnde. 

On mont re  de fa4;on tou t  analogue l 'existence d 'un  espace fibr5 ob : 

6.2. L'espace fibrd est un espace K ( A ,  q), [a fibre est un espace 
K(C,  q -- 1) et la base est un espace K ( B ,  q). 

De mgme, il existe un espace fibrd oh : 

6.3. L'cspace fibrd est un espace K(C,  q -- 1), ht fibre est un espace 
K ( B ,  q -- 1) et la base est un espaee K ( A ,  q). 

w 2. D~termination de l'alg~bre H*(H; q, Z2) 

7. Un th~or~me de A. Borel 

Soient X un  espace et  A = H*  (X,  Z2) l 'alg~bre de cohomologie de X 
coefficients dans Z 2. On dit  ([2], D6finition 6.3) qu 'une  famille (xi) 

(i ---- 1 . . . .  ), d'616ments de A est un  systdme simple de gdndrateurs de A 
si : 

7.1. Les x~ sont des dldments homogbnes de A,  

7.2. Les produi ts  x i .  x i j . . ,  xir ( i 1 < i 2 < .  �9 �9 < i t ,  r ~> 0 quel- 
conque) fo rment  une  base de A,  considdrd comme espace vectoriel  sur Z~. 

Nous pouvons ma in tenan t  rappeler  le thdorbme de A. Bore1 ([2], Pro- 
position 16.1) qui est ~ la base des rdsultats de ce paragraphe  : 

Th60rbme 1. Soit E un espace fibrd de fibre F et base B connexes par 
arcs, vdri/iant les hypotheses suivantcs : 

c~) Le terme E 2 de la suite spectrale de cohomologie de E (~t coe/ficients 
darts Z~) est H * ( B ,  Z2) | t t * ( F ,  Z~) (c'est le cas, comme on salt, si 
~t~(B) -~ 0 et si les groupes d'homologie de B ou de F sont de type fini). 

fl) H I ( E , Z ~ ) = O  pourtout i > 0 .  
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~) H*(F,  Z~) poss~de un syst~me simple de gdndrateurs (xi) qui sont 
transgressi/s. 

Alors, si les y~ sont des gldments homog~nes de H * ( B ,  Z2) qui corres- 
pondent aux x i par transgression, H*(B,  Z2) est l'alg~bre de polyn&nes 
ayant les y~ pour gdndrateurs. 

(En d 'aut res  termes,  les Yi engendrent  H*(B,  Z2) et  ne vdrifient 
aucune relat ion non triviale.)  

Nous  utiliserons ce th~or~me pr incipalement  dans le cas part icul ier  oh 
H*(F,  Z~) est elle-m~me une alg~bre de polynSmes ayan t  pour  gdn~ra- 
teurs des dldments transgressifs z~, de degrds n~. I1 est immddiat  que 
H *  (F,  Z2) admet  alors pour  syst~me simple de gdn~rateurs les puissances 
(2r)-~mes des z~ ( i =  1 . . . .  , ; r =  0, 1 . . . .  ). Si a e t  r sont  deux en- 
tiers, d~signons par  L(a,  r) la suite {2 ~ - l a  . . . . .  2a ,  a} ; d'apr~s 2 .4  
on a z~ ~-'~ = SqL(ni'r)(Z~), les notat ions  ~tant  celles d u n  ~ 3. Soient 
alors t~Hn~+I(B,Z2) des dldments qui correspondent  par  t rans-  
gression aux z~ ; puisque les Sq i commuten t  s la t ransgression ([8], p. 457), 
les dl~ments z~ ~) sont  transgressifs et leurs images par  transgression 
sont les Sq~(~i'~)(t~). Appl iquant  le Thdor~me 1, on obt ient  donc :  

7.3. Sous les hypotheses yrdcddentes, H* (B, Z2) est l'alg~bre de poly- 
n6mes ayant pour gdndrateurs les SqL(n~'r)(t~) (i : 1 , . . .  ; r = O, 1 . . . .  ). 

8. Dbtermination de l 'alg~bre H*(Z2 ; q, Z2) 

O n a  H i(Z 2;q ,Z2)  = 0 pour  0 < i < q ,  e t  Hq(Z 2 ; q , Z 2 ) : - Z  2. Nous 
ddsignerons par  uq l 'unique gdndrateur de ce dernier groupe. 

Thbor~me 2. L'alg~bre H* (Z 2 ; q, Z2) est l'alg~bre de polyn6mes ayant 
pour gdndrateurs les dlgments SqX (Uq), o~ I parcourt l'ensemble des suites 
admissibles d' exc~s < q (au sens d u n  ~ 3). 

On sait  que l 'espace projec t i f  rdel s une infinitd de dimensions est un  
espace K(Z2, 1) ; H*(Z~ ; 1, Z~) est donc l 'alg~bre de polynSmes ayan t  
u 1 pour  unique ggndrateur ; comme d ' au t re  pa r t  e (I) ~ 1 entra ine  que I 
soit vide, le thdor~me est vdrifid pour  q = 1. 

Supposons-le vdrifi~ pour  q --  1 et  ddmontrons-le pour  q. Considdrons 
la f ibration 5.1. P a r  hypoth~se,  H*  (Z 2 ; q - -  1, Z2) est l 'alg~bre de 
polynSmes ayan t  pour  g~n~rateurs les ~l~ments zj  : SqJ(uq_l), oh J 
parcour t  l 'ensemble des suites admissibles d'excSs e ( J ) ~ q  --  1. Nous 
noterons  s z l e  degr~ de l'~16ment z j ;  on a s j = q - -  l + n ( J ) .  I1 est 
clair que Uq_ 1 est t ransgressif  et que son image par  la t ransgression T 
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est uq. D 'apr~s  [8], loc. cit., z j  est  donc aussi t ransgress i f  et  v (z j )  = 
S q J ( u q ) .  I1 s 'ensui t  que l 'on peu t  appl iquer  7 .3  s la f ibrat ion 5.1,  ce 
qui mon t r e  que H *  (Z2;q ,  Z2) est l 'a lggbre de po lyn6mes  a y a n t  pour  
g6n6rateurs  les 616ments S q  L(sg,') o SqJ(uq), oh r pa rcour t  l ' ensemble  des 
ent iers  ) 0 ,  et  J l ' ensemble  des suites admissibles d 'exc~s < q -  1. 
La  d6mons t ra t ion  du Th6or~me 2 sera donc achev6e si nous p rouvons  le 
L e m m e  su ivan t  : 

Lemme 1. S i  ~ t ou t  e n t i e r  r ~ O, et ~ route s u i t e  a d m i s s i b l e  J = 

{Jl . . . .  , ~k} d '  exc~s  < q - -  1,  o n  [a i t  e o r r e s p o n d r e  la s u i t e  : 

I =  { 2 r - l . s j ,  . . . ,  2 s j ,  s,r, ]l  . . . . .  jk}  , o ~  s j  = q - -  1 ~ n ( J )  , 

o n  ob t i en t  t ou t e s  les s u i t e s  a d m i s s i b l e s  d ' e x c ~ s  < q u n e  / o i s  et u n e  seu le .  

Notons  d ' a b o r d  que s j  - -  2j l  = n ( J )  - -  2 j ~ - ~ q - -  1 = q - -  1 - - e  ( J )  > O, 

donc I est  une suite a d m i s s i b l e .  Si r =  0, on a I = J ,  d 'oh e ( I ) =  
e ( J ) < q - -  1; si r > 0 ,  on a e(1)  = e ( J )  ~ s j - -  2 ~ = q - -  1. Ainsi, 
en p r e n a n t  r = 0 on t rouve  routes  les suites admissibles d 'exc~s 
e ( I ) < q -  1, et  en p r e n a n t  r > 0  on t rouve  des suites admissibles 
d 'exc~s q -  1. 

I n v e r s e m e n t ,  si l 'on  se donne une suite admissible I = {i 1 . . . . .  i~} 
d 'exc~s q - -  1, r et  J sont ddterminds sans ambigui t6  : 

r e s t  le plus g rand  ent ier  tel  que i~ = 2i~ . . . .  , i~_ 1 = 2i~ , 

J = {ir+i . . . . .  i~} . 

La  suite associde au couple (r, J )  est  bien I car l 'on  a : 

q - -  1 = e ( I )  = i ,  - -  2i,+~ ~ e ( J )  = i~ - -  2i~+1 ~- 2i,+~ - -  n ( J )  , 

d'oh i ,  = n ( J )  ~ - q - -  1 = s j ,  et  i~_1= 2s~ . . . . .  i ~ =  2r -~ .s j .  
Le L e m m e  1 est  donc ddmontr~.  

9. Exemples 

/-/* (Z 2 ; 1, Z2) est  l 'a lg~bre de po lyn6mes  engendr6e pa r  u 1 . 

H *  (Z2 ; 2, Z2) est  l 'alg~bre de po lyn6mes  engendr6e pa r  : 
us ,  S q l u 2 ,  S q 2 S q l u 2  . . . . .  S q 2 k  S q 2 ~ - l .  �9 �9 S q 2 S q l u 2 ,  �9 � 9  

H *  (Z 2 ; 3, Z2) est  l 'a lg~bre de polynSmes  engendrge pa r  : 

u3,  S q 2 u 3 ,  S q 4 S q ~ u 3  . . . . .  S q 2 r S q 2 " - l .  . . S q ~ u 3 ,  . . . 

S q l u 3 ,  S q 3 S q l u 3 ,  S q e  S q 3 S q l u 3  . . . .  , Sqs .2"  S q 3 . 2 r - 1 .  . . S q 3  S q l u 3 ,  . . .  

. , , . . .  

S q 2 k - 1 .  . . S q ~ S q 1 %  . . . . .  S q ( 2 k  +l)2~. . . S q 2 k  + l S q 2 ~ - l  . . . S q 2 S q l u 3  . . . .  
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10. D6termination de l'algi~bre H* (Z; q, Z2) 

Le cercle 81 est un  espace I'((Z, 1); ceci ddtermine H * ( Z ;  1,Z2). 
Nous pouvons donc nous borner  au cas oh q ~> 2. Nous ddsignerons en- 
core par  Uq l 'unique gdndrateur de H q (Z ; q, Z2). 

Th6ori~me 3. Si q >~ 2, l' algdbre H* (Z ; q, Z2) est l' alg~bre de poly- 
n6mes ayant pour gdndrateurs les dldments Sqt(uq) o@ I parcourt l'en- 
semble des suites admissibles {i I . . . .  , Jr}, d'excds < q ,  et telles que 
i~> 1. 

On sait que l 'espace project i f  complexe s une infinitd de dimensions 
est un espace K(Z,  2) ; H*(Z  ; 2, Z2) est donc l 'alg~bre de polynSmes 
ayan t  u~ pour  unique gdndrateur ;  comme d ' au t re  par t  e ( I ) < 2  et 
i~ > 1 en t ra inent  que I soit vide, le thdorSme est v6rifid pour  q = 2. 

A par t i r  de 1/~ on raisonne par rdcurrence sur q, exac tement  comme 
dans la ddmonst ra t ion  du Thdorbme 2. I1 faut  s implement  observer  que, 
si q ~> 3, les suites I dont  le dernier t e rme est > 1 correspondent ,  par  
la correspondance du Lemme  1, aux couples (r, J) oh le dernier te rme 
de J e s t  > 1. 

Corollaire. Si q >~ 2, l'algdbre H * ( Z ;  q,Z2) est isomorphe au quo- 
tient de l'alg~bre H*(Z  2 ; q, Z2) par l'ideal engendrd par les Sq1(Uq) o~t I 
est admissible, d' exc~s < q, et de dernier dldment dgal de 1. 

De fa~on plus prdcise, l ' homomorphisme canonique Z - + Z  2 ddfinit 
(grs s 5.4) un homomorphisme  de H * ( Z  2 ; q, Z2) dans H * ( Z  ; q, Zo.), 
et  les thdorbmes 2 et 3 mon t ren t  que cet homomorphisme applique la 
premibre algbbre sur la seconde, le noyau  dtant  l'iddal ddfini dans l 'dnoncd 
du corollaire. 

11. D6termination de l 'algbbre H*(Z+  ; q, Z2) lorsque m : 2 h, h ~> 2 

L'algbbre H * ( Z ~  ; 1, Ze) n 'est  pas aut re  chose que l 'algbbre de coho- 
mologie modulo 2 du groupe Z~n, au sens de Hopf.  Sa s t ruc ture  est bien 
connue (on peut  la ddterminer  soit a lgdbriquement,  soit en uti l isant  les 
espaces lenticulaires) : 

C'est le produi t  tensoriel d 'une  algbbre extdrieure de gdn6rateur ul et  
d 'une  algSbre de polynSmes de gdndrateur un  dldment v~ de degrd 2. 
L 'dldment  v2 peut  ~tre d6fini ainsi : 

Soit ~h l 'opdrateur  cobord at tachd ~ la suite exacte  de coefficients 
0 - + Z 2 - + Z ~ h + l - + Z 2 h - + 0 .  Soit u '  1 le gdndrateur canonique de 
H 1 (Zm ; 1, Zm) ; on a alors v. = ~h (U'l). 
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si  h fitait dgal ~ 1, on aura i t  ~a ----Sq 1, d'apr~s 2 . 6 ;  mais comme 
nons avons supposd h ~ 2, 8h diff~re de Sq 1 (on a d'ailleurs Sql (u l )  = 
ui 2 ~_ 0), Nous dcrirons : v2 = Sqla(ul), lorsque cet te  dcriture ne pourra  
pas prgter  ~ confusion. 

Le ra isonnement  de [8], p. 457, mon t r an t  que les S q  i commuten t  h la 
transgression, se laisse adap te r  sans dffficultd ~t l 'opdrat ion ~h, et  mont re  
ainsi que v 2 est un  dlfiment transgressif  de H~(Z,~ ; 1, Z2) dans la fibra- 
t ion qui a K(Z,~, 1) pour  fibre et  K(Zm, 2) pour  base. Comme 
H* (Z m ; 1, Z2) a pour  syst~me simple de gdnfirateurs le systbme : 

U l ,  V 2 : ~ q ~ ( U l )  , Sq2Sq~(ui)  . . . . .  Sqzk .  . . Sq~Sq~(ul) . . . .  , 

le thdor~me 1 mont re  que H*(Z,~ ; 2 ,  Z~) est l 'alg~bre de polynSmes 
ayan t  pour  gdndrateurs les dldments : 

u~, Sq~ (u~) . . . . .  Sq2k . . . Sq~Sq~ (u2), �9 �9 �9 �9 

Ceci nous condui t  k la no ta t ion  suivante  : si I ----- (i 1 . . . .  , it} est une 
suite admissible, on ddfinit Sq~(uq) comme dtant  4gal k SqI(uq) si 
i ~ > l ,  e t  ~ S q  ~ . . . Sq i r -~Sq~(uq )  si i~-~ 1 (Sq~(uq) a l e  m6me sens 
que plus haut ,  au t r emen t  di t  Sq~ (Uq) ----- ~a (u~q), u~q ddsignant le gdndra- 
t eur  canonique de t Iq(Z m ; q, Zm) ). 

La  ddterminat ion  de H* (Z,~ ;q,  Z2) se poursui t  alors par  rdcurrence 
sur q, exac tement  comme celle de H* (Z2 ;q ,Z2 ) ,  ~ cela prbs que les 
~q~ remplaeen t  les Sq  ~. On obt ient  f inalement  : 

Th~or~me 4. Si q ~ 2, l'alg~bre H * ( Z m ; q , Z 2 ) ,  04 m - ~  2 h avec 
h ~ 2, est l'alg~bre de polyn&nes ayant  pour gdndrateurs les dldments 
SqI(Uq) 04 I parcourt l'ensemble des suites admissibles d'exc~s < q. 

Comme les Sq~ correspondent  b iun ivoquement  aux Sq  ~, on a :  

Corollaire. H* (Zm ; q, Z2) et H* (Z~ ; q, Z2) sont isomorphes en rant 
qu'espaces vectoriels sur le corps Z2. 

Le rdsul ta t  prdcddent  e~t valable m6me si q - -  1. 

12. D~termination de l'alg%bre H * ( H ;  q, Z2) lorsque H est un groupe 
ab~ilien de type fini 

Le r~sultat  su ivant  pout  ~tre considdrd comme classique : 

Th{iori~me 5. Soient I I  et H t deux groupes abdliens, H dtant de type / in i ,  
et soit k un  corps commuta!i[. L'alg~bre H* (I1 -~ 11 ~ ; q, k) est isomorphe 
au produit tensoriel sur b des alg~bres H * ( I 1 ;  q, Ic) et H * ( I 1  ~ ; q, Ic). 
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Rappelons  la d4monst ra t ion  : Soient X un  espace K ( H ,  q) et  X t u n  
espace K(I1  I, q). L'espace X •  ~ est un  espace K ( I I  ~ I1 ~, q), comme 
nous l 'avons d~jk signal~ (5.2). P u i s q u e / 7  est de type  fini, les groupes 
d 'homologie de X sont de type  fini en tou te  dimension d'apr~s [8], p. 500 
(voir aussi [11], Chapitre  I I ,  Proposi t ion 8). Appl iquant  alors un  cas 
part iculier  de la formule de Ktinneth4),  on a : 

H * ( X  •  k) : H * ( X ,  lc) | H* ( X ' ,  lc) , 

ce qui ddmontre  le Th~or~me 5. 
Comme tou t  groupe abdlien de type  fini est somme directe de groupes 

isomorphes s Z et  de groupes cycliques d 'ordre  une puissance d 'un  
nombre  premier,  le Th~or~me 5 ram~ne le calcul de H *  ( H  ; q, Z2) aux trois 
cas par t icul iers :  H ~ Z ,  H----Z~h, H - ~ Z p h  avec p premier  : / :2 .  
Les deux premiers cas ont  dt5 traitds dans les n ~ pr~cddents et  l 'on sait 
par  ailleurs (cf. [8] et  [11], loc. cit.) que Hn(Z~ ; q,Z2) z 0 pour  n ) O ,  
si m est un  ent ier  impair  ; le troisi~me cas condui t  donc s une alg~bre de 
cohomologie triviale, et  la d~terminat ion de H * ( I I ;  q,Z2) est ainsi 
achev~e, pour  t ou t  g r o u p e / 7  de t ype  fini. 

13. Relations entre les diverses alg~bres H*  (/7 ; q, Z2) 

Darts ce qui pr6c~de nous avons t rai t6 ind6pendamment  les cas //---- Z ,  
/7----Z~, /7 = Z2h. I1 y a cependant  des relations ent re  ces trois cas, 
qui p roviennent  des fibrations d u n  ~ 6. Nous allons en donner  un exemple : 

Posons m ~ 2 h, avec h >/ 1. Consid6rons la suite exacte  

O -~ Z ~ Z -+ Z,,, -~ O , 

oh le premier  homomorphisme est la mult ipl icat ion par  m.  En  appli- 
quant  6 .3  on en ddduit  l 'existence d 'une fibration oh l 'espace fibr~ est 
u n e s p a c e  K(Zm, q - -  1), o h l a  f i b r e e s t  u n e s p a c e  K ( Z , q - -  1) et  la 
base un  espace K(Z ,  q). Soit u~_ 1 l 'unique g6n~rateur du groupe 
H q-1 (Z ; q, Z2) ; l ' image de Uq_~ par  la t ransgression ~ est nulle, car sinon 
Hq-I(Z~ ;q -- 1, Z2) serait  nul, ce qui n 'es t  pas ;  puisque les Sq I com- 
muten t  k la transgression, on a ~(Sqluq_l) ---- 0 pour  route  suite I ,  et  
comme H*(Z  ; q -- 1, Z~) est engendr6 par  les SqIUq_l, il s 'ensuit  que 
toutes  les diff~rentielles d~ ( r / >  2) de la suite spectrale de cohomologie 
modulo 2 de la f ibrat ion prdcddente sont  iden t iquement  nulles. Le t e rme  
E~ de cet te  suite spectrale est  donc isomorphe au t e rme  E 2 , ce qui donne : 

4) Ce cas part icul ier  est  d6montr~ dans  [8], p. 473. 
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13.1. L'alg~bre gradude associde ~ H*(Z,~ ; q --  1, Z~), convenable- 
ment/iltrde, est isomorphe dt H* (Z ; q, Z2) ~ H *  (Z ; q - -  1, Z2). 

En  par t icul ier  : 

13.2. H * ( Z , ~ ; q - -  1,Z2) et H * ( Z ; q , Z 2 )  |  1,Z2) sont 
isomorphes en rant qu'espaces vectoriels sur le corps Z 2 . 

On note ra  que 13.2 fourni t  une nouvelle ddmons t ra t ion  du Corollaire 
au Thdor~me 4. D ' u n  au t re  c6t6, il serai t  facile de t i rer  13.2 des Th~o- 
r~mes 2, 3, 4. 

14. Les groupes stables; eas de la eohomologie 

�9 / / e t  G ~tant  deux groupes ab~liens, nous poserons  5) : 
14.1. A,(1Y, G) ~- H~+q(1l;q,G), avec q > n .  

On sait  (cf. [5] ainsi que IS J, p. 500) q u e c e s  groupes ne ddpendent  pas  
de la valour  de q choisie, mais  seu lement  de H ,  G e t  n .  Ce sont los ((groupes 
stables)). 

Le r a i sonnement  du Th5or~me 5 m on t r e  immdd ia t emen t  que l 'on a la 
formule  su ivante  (voir aussi [SJ): 
14.2. A , ( I I + l l ~ , G )  z A , ( I I ,  G ) ~ A ~ ( I I ' , G )  p o u r t o u t  n ~ 0 .  

On ddfinit de fa~on analogue los groupes  An(H, G) ~- H~+q( / / ;  q, G), 

avec q > n.  Les Thdor~mes 2, 3, 4 p e r m e t t e n t  de ddterminer  cos groupes  
lorsque G ~ Z 2, et lorsque / / =  Z ,  Z 2, ou Z~ avec m ---- 2h: 

Th60r~me6 .  L'espaee vectoriel An(Z2,Z2) (resp. A~(Z,~,Z2), avec 
m ~- 2 h) admet pour base l'ensemble des dldments SqZ(u) (resp. SqIh(u)), 
04 I parcourt rensemble des suites admissibles de degrd n. 

(Nous avons  not6 u l 'un ique  gdndrateur  de A~ Z2) ). 

P a r  exemple ,  Alo(Z2, Z2) a d m e t  pour  base  les six 616ments : 

Sql~ Sq9Sqlu ,  SqSSq2u, Sq7Sq3u, SqTSq2Sqlu,  Sq6Sq3Sqlu  . 

Th~or~me 7. L'espace vectoriel A~(Z, Z~) admet pour base l'ensemble 
des dldments S qX u, o~ I parcourt l'ensemble des suites admissibles dont le 
dernier terme est ~ 1 et dont le degrd est n. 

P a r  exemple ,  Alo(Z,  Z~) a d m e t  pour  base  les trois dldments : Sql~ 
SqSSq2u, SqTSq~u. 

s) La notation adopt~e ici diff~re d'uno unit6 do cello do [5]. 
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15. Les groupes stables; cas de l'homologie 

Pour  passer  des groupes  de cohomologie modulo  2 aux  groupes  d ' homo-  
logie nous aurons  besoin du L e m m e  su ivan t  : 

L e m m e  2. Soient X un espace, n u n  entier > O. Supposons que 
H .  (X,  Z) air un nombre / ini  de gdndrateurs, et que la suite : 

Sq ~ 
Sq~ H ~ ( X ,  Z2) ----> Un+l (X  , Z2) H '~-1 (X,  Z2) -+ 

soit exacte. Posons N = dim. [ Hn(X ,  Z2 ) /Sq l (Hn- I (X ,  Z2))]. 
Le groupe H,~(X, Z) est alors somme directe d 'un groupe /ini d'ordre 

impair  et de N groupes isomorphes & Z 2 . 
Pour  simplifier les nota t ions ,  nous poserons L i = H i (X,  Z). D 'apr~s  

la formule  des coefficients universels 6), on a, pour  tou t  groupe abdlien G,  
une sui te  exacte  : 

0 -~ E x t  (Ln_~, G) -~ H n (X,  G) --> H o m  (L~, G) --> 0 . 

E n  app l iquan t  ceci s G = Z4 et s G = Z~., on obt ien t  le d i a g r a m m e  : 

0 -~ E x t  (L~_I, Z4) --> H n (X,  Z4) --> Horn (L~, Z4) --> 0 

0 -~ E x t  (L~_~, Z2) -~ H n (X,  Z2) -~ Horn (L , ,  Z2) -~ 0 . 

D 'aprSs  la suite exac te  2.7,  le noyau  Q'~ de 

S q  1 : H n ( X ,  Z 2) ->  H n + I ( X ,  Z2) 

est dgal s l ' image de y~. Comme l ' appl ica t ion  ~ est sur (d 'apr~s une pro-  
pri~td gdndrale du foncteur  Ext) ,  il s 'ensui t  que Qn cont ient  E x t  (Ln_ 1 ,Z2). 

Soit d ' au t r e  pa r t  R ~ l ' image de S q l :  H ~ - x ( X ,  Z2) --> H n ( X ,  Z2). On 
voi t  fac i lement  (par calcul direct,  pa r  exemple)  que tou te  classe de coho- 
mologie ] ~ R '~ donne 0 dans  Horn (L~, Z2). Donc R ~ est  contenu dans  

E x t  (Ln_l,  Z2). 

Vu l 'hypoth~se  fai te  dans le Lemme,  on a donc : 

Q" = R ~ = E x t  (L~_x, Z2) . 

Ainsi l ' image  de ~ est dgale s E x t  (L._I ,  Z2). I1 s 'ensui t  que l ' homo-  
morph i sme  Z est nu l ;  compte  tenu  de la s t ruc tu re  des groupes  abdliens 
s un  nombre  fini de gdndrateurs,  ceci mon t re  que L .  est  somme  directe  
d ' un  groupe  fini d 'o rd re  impair  et d ' un  cer ta in  nombre  de groupes  Z 2. 

s) Voir par exemple S. Eilenberg and N. E. Steenrod, F o u n d a t i o n s  of  A l g e b r a i c  
T o p o l o g y ,  I., Princeton 1952, p. 161. 
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I1 est clair que le hombre de ces derniers est 6gal k la dimension de 
Horn (L, ,  Z~) c'est-k-dire ~ N .  

Th6orbme 8. Le groupe A , (Z~ ,  Z)  est somme directe de groupes Z 2 en 
hombre dgal au hombre des suites admissibles I = { i l , . . . ,  ik}, o4 i Ies t  
Tair et o4 n (I) = i I -~ . . �9 -4- i~ est dgal dtn .  

Nous allons ddterminer l 'opdration Sq  1 dans A*(Z2, Z2), de fagon 
pouvoir apphquer  le Lemme 2. 

Rappelons que l 'on a S q l S q  n = S q  n+l si n e s t  pair, et S q l S q  "~ = 0 

si n est impair. On tire de ls : 

Sql(Sq~l  . Sq~ku) = { 0 si i 1 est impair 
�9 " Sq  i l + l . . . S q i k u  s i i  l e s t p a i r  . 

Soit alors B ~ (resp. C n) le sous-espace vectoriel de An(Z2, Z2) engendrd 
par  les S q  z (u) off i l  est pair (resp. impair). A s (Z2, Z2) est somme directe 
de B ~ et  de C ~ ; d'aprbs la formule dcrite plus haut ,  S q~ est nul sur C ~ et 
applique isomorphiquement  B ~ sur C n+l. La  suite : 

S q  1 
A n-1 (Z2, Z2) ~-~ A n (Z2, Z2 ) -> A n+l (Z2, Z2) 

est donc exacte, et B ~ est isomorphe ~ An(Z2, Z2)/SqlA '~-~ (Z2, Z2). 
Le thdor~me rdsulte alors du  Lemme 2, et  du fair (ddmontrd dans [8], 

p. 500), que A, (Z2 ,  Z)  est un  groupe fini d 'ordre une puissance de 2. 
On ddmontre de m~me ; 

Th6or~me 9. Le groupe A , ( Z ~ ,  Z), n > 0 ,  est isomorphe d A~(Z  2, Z) 

lorsque m est une puissance de 2. 

Th6or~me 10. Le groupe A~(Z ,  Z), n > O, est un groupe ]ini dont le 
2-composant est somme directe de groupes Z 2 en nombre dgal au hombre des 
suites admissibles I = { i l , . . . ,  ik}, 04 i 1 est pair, i~ > 1, et 04 n (I) = 

il ~ .  �9 �9 -4- ik est dgal d n.  

Remarque. E n  comparant  les Thdor~mes 7 et 8, on peut  montrer  que 
A~(Z2, Z) est isomorphe ~ A,~(Z, Z2). De fa~on g6ndrale, on conjecture 
que A,~(II, G) est isomorphe ~ A , ( G ,  II)  quels que soient les groupes 
abdliens G e t  / / ;  il suffirait d'ailleurs de ddmontrer  le cas particulier 
/ / =  Z pour avoir le cas gdndral (compte tenu des r~sultats annoncds 
par  Eilenberg-MacLane dans [5], I I ,  ceci vdrifie la conjecture en question 
pour n =  0 , 1 , 2 , 3 ) .  

Th6or~me 11. Pour  tout groupe abdlien II ,  le groupe A~( II ,  Z),  n > 0, 
est un groupe de torsion dont le 2-composant est somme directe de groupes 

isomorphes ~ Z~. 
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Soient H a les  sous-groupes de type  fini de H ; p u i s q u e / / e s t  l imite in- 
duct ive des H~, le complexe K (/ / ,  q) est ]imite induct ive des complexes 
K(l l~ ,  q), et  on en conclut que A~(I1, Z) est limite induct ive  des 
An(ll~,  Z) ce qui r~duit la quest ion au cas off H est de type  fini. 

E n  uti l isant  la formule 14.2, on est alors ramend au cas des groupes 
cycliques, qui est t rai t~ dans les Thdor~mes 8, 9, 10. 

Remarque. Le fait  que A~(I1, Z) soit un  groupe de torsion r6sulte 
aussi de [8], p. 500--501. 

w 3. S~ries de Poinearb des alg~bres H* (H ; q, Z2) 

16. D~finition des s~ries de Poincar~ 

Soit L un  espace vectoriel,  somme directe de sous-espaces L~ de dimen- 
sion finie ; la sdrie de Poincard de L e s t  : 

L(t) = ~n~=o dim (L. ) . t  ~ . (16.1) 

Lorsque L e s t  de dimension finie, la s4rie formelle prdc~dente se rdduit  
un  polyn6me,  le polyndme de Poincard de L .  
Soit H u n  groupe abdlien de type  fini, et  prenons pour  L l 'alg~bre 

H * ( H ;  q , Z 2 ) =  ZHn( I1 ;  q,Z2). La sdrie de Poincard correspondante  
sera notde v~(//; q, t). On a donc par  ddfinition : 

v~ ( H  ; q, t) ~-- Zn~__0 dim (H "~(II ; q, Z2) ) �9 t ~ . (16.2) 

De m~me, nous noterons # (H ,  t) la sdrie de Poincard de A*(I1, Z2). 
D'apr~s le Thdor~me 5 du w 2, on a : 

v ~ ( / / ~ - / / ' ;  q, t) --~ 8 ( / / ;  q, t).v~(// '  ; q, t) . (16.3) 

D'apr~s la formule 14.2, on a : 

0 ( H  + / / ' ,  t) = v~(H, t) -~ ~ ( / / ' ,  t) . (16.4) 

On pourra i t  d'ailleurs d~duire 16.4 de 16.3 au moyen  de la formule 
suivante  (qui ne fair qu 'expr imer  la ddfinition des groupes stables):  

v~ ( H ,  t) --~ lim. O (/ / ;  q, t) - -  1 (16.5) 
q-~ ~ t q 

17. La sbrie v~(Z2 ; q, t) 

Soit d ' abord  L une alg~bre de polyn6mes dont  les gdndrateurs ont  
pour  degrds les entiers m~ . . . . .  m i , . . . .  La  s~rie de Poincar6 de L e s t  
6v idemment  : 
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1 (17.1) L ( t )  = �9 l - -  t~'i 

C o m p t e  t enu  du  Thdor6me  2 du  w 2, ceci d o n n e  : 

v ~ ( Z ~ ; q , t )  = I ] 1 
e(1)<q 1 - -  t q + n ( 1 )  " (17.2) 

P o u r  t r a n s f o r m e r  ce t te  express ion,  il nous  f a u t  calculer  le n o m b r e  de 
sui tes  admiss ibles  I ,  d ' excbs  < q, telles que  q ~-  n ( I )  = n ,  oh n e s t  
u n  ent ie r  donnd.  Or, soit  I----  {il . . . . .  Jr) une  telle suite,  et  p o s o n s :  

al  ~ i l  - -  2i2 . . . . .  ar- i  ---- it-1 - -  2i~, a~ = i~. P a r  h y p o t h b s e  les a i son t  
0,  l ' on  a ~Y'~=I ai  ~< q - -  1, et  il est  clair que les ai d6 t e rminen t  sans 

ambigu i td  la sui te  I .  L a  cond i t ion  q -~ n (I) = n d q u i v a u t  

I ~ = 0  ~ ( 2 ~  - 1 )  = n - q . 

Posons  a 0 = q -  1--~Y' i=l '  a i. On  a alors ~Y'i=0~ a i = q -  1, e t :  

n ----- 1 + X~=0 a i . 2  i . (17.3)  

On  voi t  ainsi  que  les suites I vdrif iant  les condi t ions  dcrites plus h a u t  
c o r r e s p o n d e n t  b i u n i v o q u e m e n t  aux  suites d ' en t i e r s  ~> 0 :  ( % , . . . ,  aT}, 
de  s o m m e  q - -  1, qui  vdrif ient  17.3.  

N o u s  p o u v o n s  dcrire 17 .3  sous la fo rme  s u i v a n t e  : 

n ~ -  1 - ~ 2 ~ 1 7 6  2 ~ , (17.4)  

oh 2 i f igure a i lois. C o m m e  ~ = 0 a ~ - - q - -  1, il y a u r a  en  t o u t  q - -  1 
puissances  de  2. Ceci m o n t r e  que le n o m b r e  de suites I vdrif iant  les con- 
d i t ions  6crites plus  h a u t  est  6gal au  n o m b r e  de ddcompos i t ions  de n de la 
fo rme  : 

n =  1 ~- 2 h~ ~- 2 a~ ~ - . . . ~  2~q-~avec h 1 ~ h  2 > / . . . ~ h q _  1 ~ 0 . (17.5)  

D 'of i  : 

Th60rbme 1. O(Z 2 ; q, t) = - ~  1 
bl~h2>~...~hq_l>~O 1 - -  ~ 2 h l + . . . + 2 h q  1+1 

P o u r  q--~ l ,  la famil le  des h i e s t  vide,  et  le Thdor~me r e d o n n e  la 
sdrie de Po inca rd  de H *  (Z 2 ; 1, Z2) : 

17.6.  v~(Z2; 1 , t )  : 1/(1 - - t ) .  

Le  Thdorbme  1 d o n n e  dga lemen t  la va l eu r  de v~(Zm ; q ,  t) lorsque m 
est  une  pu i s sance  de 2. E n  effet, d ' ap rbs  le Corollaire au  Thdorbme  4 du  
w  o n a :  

v ~ ( Z ~ ; ~ / , t ) = O ( Z  2 ; q , t )  si m =  2 h . (17.7)  
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18. La s6rie v~ (Z ; q, t) 

Si q = 1, o n a d v i d e m m e n t  ~ 9 ( Z ; q , t )  = 1 4 - t .  N o u s p o u v o n s d o n c  

suppose r  q >~ 2. 
On ra i sonne  alors c o m m e  au numdro  prdcddent .  L a  cond i t ion  ir > 1 du  

Thdor~me 3 d u  w 2 d q u i v a u t  h a , > l ,  o u e n c o r e s  h l = h  2. L a c o n d i -  
t ion  17 .5  doi t  done  8tre remplacde  pa r  la su ivan te  : 

n = 1 ~- 2 ~'' + 2 hi + 2 h3 - ~ . . .  ~ 2 hq-1 , (18.1)  

ou encore  : 
n = 1 ~- 2 h l n l - ~  2 t ' 3 - ~ . . . ~  2 hq-~ , (18.2)  

d 'oh,  an  r e n u m 6 r o t a n t  les hi, le rdsu l ta t  su iv~nt  (valable  si q ~ 2, 
rappelons- le)  : 

Th6ori~me 2. O(Z ;  q, t) = -V-I" 1 
h l > h 2 ~ .  . . h q - 2 " ~ O  1 - -  t 2 h l §  ' '  §  §  " 

E n  e o m p a r a n t  les Thdorbmes  1 et  2 on  vo i t  que v~(Z; q, t) ne  dfffbre 
de #(Z2;  q - -  1, t) qua  p a r  l ' omiss ion  des t e rmes  e o r r e s p o n d a n t s  s h~ =-h~. 
Or ces dern iers  ddfinissent  j u s t e m e n t  O(Z;  q - -  1, t), eom,ne  on l ' a  v u  
plus  hau t .  On a d o n c :  

C o r o l l a i r e l .  O ( Z ; q , t ) = 0 ( Z 2 ; q - -  1, t ) /O(Z ; q - -  1, t) . 

E n  i tdrant ,  on  ob t i en t  : 

tg(Z~ ; q - -  1,t) . tg(Z 2 ; q - -  3, t ) . . .  
Corollaire 2. O (Z ; q, t) =- 

t~(Z 2 ; ~/-- 2, t).tO(Z 2 ; q - -  4,  t ) . . .  

R e m a r q u e .  On p e u t  r e t r o u v e r  les rdsu l ta t s  prdcddents  d ' u n e  au t r e  
fagon : en u t i l i san t  13.2,  on  d d m o n t r e  d ' a b o r d  le Corollaire 1, puis  on en 
t ire pa r  rdcur rence  sur  q le Thdor6me  2. 

19. Les sbries v~(Z2, t) et v~(Z, t) 

D ' ap r~s  le n ~ 17, la d imens ion  de A n ( Z 2 ,  Z2) est  dgale au  n o m b r c  des 
suites d ' en t i e r s  > / 0  : { 9 1 , . . . ,  a~}, telles que  : 

n = ~Y'~=~ a i - (2  ~ - -  1) . (19.1)  

E n  c o m p a r a n t  avec  17.1,  on  ob t i en t  : 
1 

Th6ori~me 3. v~(Z 2, t) =--~W/~=l 1 - -  t2i--1 " 

D ' a p r b s  17.7,  on  a : 

O(Z,~, t) : v~(Z2, t) si m : 2 h . (19.2)  

Le Corollaire 1 du  Thdor~me  2, jo in t  b, la fo rmule  16.5,  d o n n e  l ' iden t i td  

su ivan t e  : O(Z,  t) : v~(Z 2, t)/(1 ~- t) . (19.3)  
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D ' o h  : 
1 -r--~ ~ 1 

Th(~or~me 4.  O(Z , t )  - -  I - - t  s I l i = ~ , l _ t s i _ ~  " 

20. E x e m p l e s  

O(Z~; 2, t) = 1/(1 - -  t ' ) ( 1  - -  t3)(1 - -  t5)(1 - -  tg)(1 - -  t ~ 7 ) . . .  
: 1 + t 2 + t 3 -'~ t 4 -F- 2t  5 -}- 2 t  e -{- 2t7 -~- 3t s + 4t9 ~- 4t  1~ + 5 t l l  -~ 6t12 

~- 6t13 + 8t  x4 -F- 8t  15 -~- . . .  

,~ ( z ; 3 ,  t )  = 1 / ( 1  - t 3 ) ( 1  - t 5 ) ( 1  - t 9 ) ( 1  - t - ) . . .  

= l + t  s + t  5 + t  6 - + t  a +  2t 9 + t  l ~  1 1 +  2t 1 2 + t  la 
+ 2t  14 + 3t  1 5 + . . .  

v ~ (Z2, t) = 1 / (1 . - -  t)(1 - -  t3)(1 - -  tT)(1 - -  t~5) . . .  
: 1 + t + t ~ + 2t 3 + 2t  4 + 2t  ~ + 3t e + 4 t  7 + 4t  s + 5t  ~ + 6t  x~ 

-~- 6tl1 .qt- 7 t ~  -F- 8t13 -~- 9t  ~a + l i t  ~ -F- . . .  

o ( z ,  t )  = 1 / ( 1  - t , ) ( 1  - t ~ ) ( l  - t ~ ) ( 1  - t ~ )  . . .  

: 1 - - [ - t  ~ + t  ~ + t  ~ + t  5 + 2 t  ~-+- 2t  ~ + 2 t  s - + - 3 t 9 +  3t x~ 3t  ~ 

-~ 4 t  x~ -[- 4t  xa -I- 5t  ~a + 6t  x~ -k- '"  " 

21.  Convergence  des s~ries O ( H ;  q, t) 

Th~or~me 5. Lorsque I I  est un  groupe abdlien de t ype / in i ,  la sdrie en- 
ti$re v~( / / ;  q, t) converge clans le disque [ t I ~ 1 .  

D ' a p r ~ s  les f o r m u l e s  des  n u m ~ r o s  p r e c e d e n t s ,  i l  suf f i t  d ' ~ t a b l i r  co 

r d s u l t a t  p o u r  / / =  Z~. D a n s  ce cas,  il  nous  f a u t  v o i r  que  l a  sdrie : 

t 2hl + . . .  +2hq-l+l 

c o n v e r g e  d a n s  le  d i s q u e  [ t I < 1, ce qui  rd su l t e  i m m d d i a t e m e n t  d u  fa i r  

qu ' e l l e  e s t  m a j o r 6 e  p a r  l a  s~rie t. (~,~r162 tn) q-l" 
L a  s ingu l a r i t~  (( d o m i n a n t e  >> de  O ( H ;  q, t) su r  le cerc le  I t [ = 1 es t  

t = 1 ; nous  a l lons  d t u d i e r  le c o m p o r t e m e n t  de  O ( H ; q ,  t) a u  v o i s i n a g e  

d e  c e t t e  s i n g u l a r i t &  I1 es t  c o m m o d e  p o u r  ce la  de  p r e n d r e  c o m m e  n o u v e l l e  

v a r i a b l e  x = - -  log  s (1 - -  t), e t  c o m m e  n o u v e l l e  f o n c t i o n  log  s v ~, log~ 

d ~ s i g n a n t  c o m m e  d ' o r d i n a i r e  le l o g a r i t h m e  s b a s e  2. E n  d ' a u t r e s  t e r m e s ,  

nous  p o s o n s  : 

~ v ( I I ; q , x ) : l o g 2 v ~ ( I I ; q , l - - 2  -x) , 0 ~ x < + c ~  , (21 .1 )  

e t  nous  s o m m e s  r a m e n ~ s  h 6 t u d i e r  la  c ro i s sance  de  q~( / / ;  q, x) l o r s q u e  

x t e n d  v e r s  + c~ .  N o u s  e n v i s a g e r o n s  d ' a b o r d  le cas  / / =  Z2. 
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22. Croissance de la fonetion ~ (Z~ ; q, x) 

Th6or~me 6. Lorsque  x tend vers -4- co,  on  a cp (Z  2 ; q,  x)  , ~  xq/q ! 
(Rappe lons  que  / (x )  --, g(x)  signifie que  lim. [ ( x ) / g ( x )  --- 1.) 
Nous  d~mon t r e rons  ce thdor~me pa r  r6cur rence  sur  q. L o r s q u e  q = l ,  
on  a z g ( Z 2 ; q , t ) =  1 / ( l - - t ) ,  d 'oh  q~(Z~;q ,x)  = x .  

Supposons  le t hdorbme  ddmont r6  pour  q - -  1 e t  d~mont rons - le  pou r  q. 
P o u r  s implif ier  les no ta t ions ,  nous  dcrirons Oq(t) au  lieu de  O(Z 2 ; q, t) 
e t  Cfq(X) au  lieu de ~0(Z 2 ; q, x). 

Nous  in t rodu i rons  les fonc t ions  auxil ia ires  su ivan tes  : 

1 
~o(t) = 3 - 3 -  _ t ~ h , + 2 ~ , +  + ~ h q ,  

hx>~h,>~.., hq_x>~O 1 

v~~ = l o g s  o ~ (1 - 2 - x ) ,  
1 

,~'q(t) = "[- ["  1 t ~ ' + ~ +  - +~-'+~" 
hl>~h2>~...hq_a>~O - -  

Les  indgalit6s 6v iden tes  : 

2h1+1 -4 - ' ' '  ~- 2hq-l+l ~,~ 2hl - ~ ' ' '  ~- 2hq-1 -4- 1 >/ 2 hi -+- . . .  + 2 hq-1 , 

e n t r a i n e n t  les indgalitds : 

O~q(t) <~ vaq(t) <~ O~(t) pour  0 ~ < t < l  . (22 .1)  

Mais p a r  ai l leurs 0~ (t) ne  diffbre de 0~ (t) que pa r  les f ac teurs  cor respon-  
d a n t s  h hq_~ = 0, c 'es t -~-dire  pa r  vq ~(t). On a donc  : 

~ ( t )  -= O~ (t) . (22 .2)  

E n  e o m p a r a n t  22.1  e t  22.2 ,  on  ob t i en t  : 

O~ <~ v~q(t) <~ V~~ pour  0 ~ t < l  , (22.3)  

d 'oh,  en  p r e n a n t  les logar i thmes  : 

cf~(x) - -  qJq_l(x) <~ cfq(x) <~ cp~ pour  0 <~ x <  + c o .  (22.4)  

0 Si l ' on  sava i t  que ~v~ ~-~ xq/q !, on au ra i t  Cpq(X) - -  ~q_l(X) ~-~ xq/q t 
(car, d 'apr~s  l ' hypo thbse  de rdcurrence ,  cfq_~(x) ~ xq-1/(q _ 1)!) ,  d ' oh  
%(~) ~ ~ ~  ~ ~/q ! 

Nous  sommes  donc  r amends  K p r o u v e r  que ~0~ (x)~-~ xq/q ! P o u r  cela, 
subs t i t uons  t ~ h t dans  v~~ On o b t i e n t  v i s ib l emen t  t~~ 2) ----v~q(t) 

v~(t)/vqq_l(t), d 'oh,  en  p r e n a n t  les l o g a r i t h m e s :  

V~(x)  -~ Vq_~(x) + ~0~(x - -  1 - -  log2(1 - -  2-x-~)) . (22.5)  
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L o r s q u e  x t e n d  ve r s  + cx~, log 2 (1 - -  2 - x - l )  t e n d  ve r s  0 p a r  va l eu r s  
infdrieures .  P o u r  t o u t  ~ > 0, on a donc,  p o u r  x assez  g r a n d  : 

qq0(X - -  1) + qq-1 (x) ~< ~ (x) ~< %O(x - -  1 -~ ~) -4- ~9q--1 ( X )  . (22.6)  

D ' a p r b s  l ' h y p o t h b s e  de  rdcu r rence  % _ 1 ( x )  ,-~ xq-1/(q - -  1) ! ;  done,  p o u r  
t o u t  e r > 0, on a, p o u r  x assez g r a n d  : 

(1 - -  er) .xq- l / (q  - -  1)!  ~< %_1(x)  ~< (1 + e t ) . xq -~ / (q  - -  1)!  . (22 .7)  

E n  c o m b i n a n t  22 .6  e t  22 .7  on o b t i e n t  : 

~~  - -  1) -4- (1 - -  e ' ) .xa-~/ (q  - -  1)!  ~< ~~ ~< ~Vq~ - -  1 ~- e) 
+ (1 -~- e ' ) .xq-~/ (q  - -  1)!  

Or, il es t  b i en  c o n n u  que l ' d q u a t i o n  a u x  diffdrences  finies : 

[ ( x )  = / ( x  - -  1) ~- A .xq-~/(q - -  1) !  

a d m e t  une  so lu t ion  de la f o r m e  F ( x )  = A . x q / q  ! + R ( x ) ,  oh R ( x )  es t  
u n  p o l y n S m e  de degrd < q. E n  ou t re ,  si une  fonc t ion  con t inue  g v6rifie 

g ( x )  <~ g ( x  - -  1) § A . x q - 1 / ( q  - -  1) ! , 

il e s t  clair  qu ' i l  ex i s te  une  c o n s t a n t e  K te l le  que g ( x )  <~ F ( x )  + K .  On 
a u n  r6 su l t a t  ana logue  en r e m p l a T a n t  ~< p a r  ~>. 

A p p l i q u a n t  ceci K la f onc t i on  ~q (x), on conc lu t  K l ' ex i s t ence  de  d e u x  
p o l y n S m e s  R I e t  R/I, de  degrds  < q, te ls  que  l ' on  air ,  p o u r  x assez g r a n d  : 

( 1 - - e ' )  �9 xq/q ! -~- R f (x )  ~ q~~ <~ 1--~ ~I 1 - -  ~ xq/q ! + R "  (x)  . 

C o m m e  e e t  ~ son t  a rb i t r a i r e s ,  les indgali tds p rdcdden tes  e n t r a i n e n t  
que  l im. q~~ !) = 1, ce qui  achbve  la d d m o n s t r a t i o n ,  d ' a p r b s  ce 
qui  a dt6 d i t  p lus  h a u t .  

23. Croissanee de la Ionetion q(H; q, x) lorsque H est de type fini 

Th6or~me  7. q ( Z  m ;q ,  x ) , - ,  xq/q ! si m est u n e  pu i s sance  de 2. 

E n  effe t  q ( Z  m ; q, x) = ~v(Z 2 ; q, x) d ' a p r b s  17.7.  

Th6o r~me  8. ~f(Z ; q,  x)  , . ,  xq-1/(q - -  1) ! 

P o u r  q ----- 1 on vdrif ie d i r e e t e m e n t  que  ~0(Z ; q, x)  t e n d  vers  1 lo r sque  
x t e n d v e r s  + o o .  P o u r  q ~ > 2 ,  o n a  

~9(Z; q, t) = ~9(Z 2 ; q - -  1, t ) / t $ ( Z ; q  - -  1, t) , 
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d'oh ~ ( Z ; q , x )  = ~(Z 2 ; q -  1 ,x)  - - F ( Z ; q - -  1 ,x)  et le Thdor~me 8 
r~sulte de l~, par rdcurrence sur q. 

En  combinant  les Thdor~mes 6, 7, 8 on obtient : 

Thbori~me 9. Soit 1-1 un  groupe abdlien de t y p e / i n i ,  somme directe d 'un 
groupe / ini  d'ordre impair,  de r groupes cycliques d'ordre une puissance de 
2, et de s groupes cycliques in/inis.  

a) Si r ~ 1, o n a  ? ( / / ;  q , x ) , - ~ r . x q / q !  , 
b) S i r  = 0 et s ~ 1, o n a  ~ ( / / ; q , x ) ~ s . x q - ~ / ( q - -  1)! , 
c) Si  r - - O  et s ~ - O ,  o n a  c f ( I 1 ; q , x ) = O .  

Remarque. A c5t5 des ~0(//; q, x) on peut  d4finir 

~ ( / / ,  x) =- log2 v~(//, 1 -- 2 -~) . 

On montre facilement que ~(Z~, x) ~ q~(Z~ ; 2, x) ,~  x2/2, d'oh dgale- 
ment  q~ (Z, x) ~ x~/2. Mais j ' ignore si ces r~sultats ont  une application 
topologique analogue au Th~or~me 10. 

24. Application topologique 

Nous nous proposons de d6montrer le th6or6me suivant  : 

Thbor~me 10. Soit X un espace topologique connexe par arcs, simple- 

ment connexe, et vdri/iant les conditions suivantes : 
1) H i ( X , Z)  eat un groupe abdlien de t y p e / i n i  pour tout i ~ O, 
2) H i (X ,  Z2) -~ 0 pour i assez grand, 
3) H i ( X , Z ~ )  : / :0 p o u r a u m o i n s u n  i : / :0 .  
I1 existe alors une in/initd d'entiers i tels que le groupe d'homotopie 

~ (X) contienne un sous-groupe isomorphe it Z ou it Z 2. 
(On notera que les conditions 1 ct 2 sont vSrifides d'elles-m6mes si X 

est un poly~dre fini.) 
Rcmarquons  tou t  d 'abord que d'apr~s [8], p. 491 (voir aussi [11], 

Chapitre I I I ,  Thdor~me 1) la condition 1 entra~ne clue z i (X)  soit un 
groupe de type  fini pour tou t  i .  La propridtd ((~(X) contient un  sous- 
groupe isomorphe s Z ou s Z2>) dquivaut  doric s la suivante ((~i(X) | Z 2 
:~ 0 )). Soit ~ le plus pet i t  entier ~ 0 tel que H~ (X, Z2) :fi 0. D'apr~s 
[8J, [ l l ] , l o c .  cit., g j ( X )  |  e = H ~ ( X , Z 2 )  ~ 0 .  E n o u t r e ,  o n a  ] ~ 2  
puisque ~I(X) ---- 0. 

Raisonnons alors par l 'absurde, et supposons qu'il existe un  plus grand 
e n t i e r q t e l q u e  ~q(X) | Z 2 ~ 0. O n a S v i d e m m e n t  q ~ ? ' ~ 2 .  Nous 
poserons I I - =  ~q(X).  
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Nous allons obtenir une contradiction en ~tudiant  les propri~t~s des 
espaces (X, i) obtenus en t u a n t  les i -- 1 premiers groupes d 'homo- 
topie de X (au sens de [3], I, voir aussi [11] et  [14J). Rappelons que par  
ddfinition on a ~ r ( X , i )  ---- 0 pour r < i ,  ~ r ( X , i )  = :~r(X) pour 
r >/i. 

Considdrons d 'abord  l 'espace T = (X, q ~- 1). D'apr~s les hypotheses 
faites, on a ~ ( T )  | Z2 = 0 pour tou t  r,  d 'oh H~(T, Z2) = 0 pour tou t  
r > 0  d'aprSs [8], [11], loc. cit. 

Venons-en ~ l 'espace Xq---- (X, q). D'apr~s [3], I, Xq a m~me type  
d 'homotopie  qu 'un  espace fibr6 X1q de fibre T et de base un  espace 
K(uq(X), q )= K(II, q). En  appliquant  alors un  r~sultat connu ([8], 
p. 470), on obtient  : 

H~(Xq,Z2):Hi(X~,Z2)-=Ht(I I ;q ,Z2)  pour tou t  i / > 0 .  (24.1) 

Si l 'on d~signe par  Xq (t) la s~rie de Poincar~ de H* (Xq, Z2), on a donc : 

i ~ ( 0  = a ( / I ;  q, t ) .  ( 24 .2 )  

De fa~on analogue, soit Xi(t ) la sdrie de Poincar6 de H*(Xi,Z2)V), 
avec X~ = (X, i). On salt (cf. [3]) que Xq est un  espace fibrd de base 
Xq_ 1 et de fibre un espace K(:~q_I(X), q -- 2). Les sdries de Poincard des 
alg~bres de cohomologie modulo 2 de ces trois espaces v~rifient donc la 
relation : 

x~(t) < x ~ _ ~ ( O . ~ ( ~ _ , ( x )  ; q - 2, t) , ( 24 .3 )  

oh le signe ,( signifie que tous les coefficients de la sdrie formelle ~crite 
h gauche sont infdrieurs aux coefficients correspondants de la s~rie for- 
melle dcrite ~ droite. De mSme : 

x~_~(t) < x ~ _ ~ ( t ) . o ( ~ _ 2 ( / )  ; q - 3 ,  t) 
. . . . .  (24.4) 
Xa(t ) ,( X2(t ).va(~re(x); 1, t)  . 

On a dvidemment  X2(t ) : X(t), s~rie de Poincar~ de H*(X,  Z2), qui 
se r~duit d'aiUeurs s un  polyn6me, v u l e s  hypotheses 1 et 2. Multipliant  
les in~galit~s pr~cddentes, on obtient  : 

v~(//; q, t) = Xq(t) < X(t). -[-'Vv~(ae,(X) ; i - 1, t) . 
l < i < q  

A /ortiori, la m~me indgalitd vau t  pour les /onction8 ddfinies par les 

7) On a lo droi t  de par ler  do cos s6ries de Poincarel parce que les groupes  d 'homologio 
dos X i sont  de t y p e  fini (puisqu'i l  e n e s t  alnsi des groupes d 'homotopio ,  d'apr/~s l 'hypo-  
th~se 1). 
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s~ries pr~c~dentes dans l ' intervalle [0, 1]. Comme X (t) est un  polynSme, 
X( t )  est born~ sur [0, 1] par une constante h, et  l 'on a : 

# ( I I ; q , t )  <~h. T - ] - a ( = , ( x ) ; i  - 1 , t )  , 0 ~ < t < l  . 
1.~i<q 

En passant  aux fonctions ~ ( / / ; q ,  x), l'indgalitd prdcddente devient :  

~ ( / / ; q , x ) ~ l o g ~ h - t - x q ~ _ ~ r  1 ,x)  , 0 ~ x < +  cr  

Par  ailleurs, d'apr~s le Thdor~me 9, ~ ( / / ;  q, x) 5quivaut,  soit s 
r .xq/q!  avec r ~ 1 ,  soit s s . xq-1 / (q - -  1)! avec s ~  1 (le cas e) du 
Thdor~me 9 ~tant  ~cart~ par  l 'hypoth~se / / •  Z 2 r 0), alors que les 
~ ( ~ i ( X ) ; i  -- 1, x) sont major , s  par  A.x i -1 / ( i  - -  1) !, oh A est une 
constante. Comme i < q ,  il s 'ensuit  que le second membre de 24.5 est 
majord par  B-xq-2, off B est une constante,  et est donc un infiniment 
grand s t r ic tement  infdrieur au premier membre. Cette contradiction 
ach~ve notre ddmonstrat ion.  

Explicitons un cas particulier du Thdor~me 10: 

Corollaire. Pour tout entier n ~ 2 il existe une in/initd d' entiers i tels 
que z~ (Sn) cvntienne un  sous-groupe isomorphe dt Z 2. 

En  effet, on salt que z~i(S,) ne contient de sous-groupe isomorphe 
Z que pour un  nombre fini de valeurs de i ,  s savoir i ---- n si n est im- 
pair, i = n  et  i - ~  2 n - -  1 s i n e s t p a i r .  

25. Remarques 
1) Soit X un espace vdrifiant les hypotheses du Th~or~me 10. I1 

y a trois possibilit6s : 

a) ~ ( X )  contient Z 2 pour  une infinitd de valeurs de i,  et  Z pour une 
infinitd de valeurs de i ,  

fl) ~ ( X )  contient Z2 pour  une infinitd de valeurs de i ,  et  Z pour un  
nombre fini de valeurs de i ,  

~) ~ ( X )  contient Z pour une infinitd de valeurs de i ,  et Z2 pour un 
nombre fini de valeurs de i .  

Une sphere, un  groupe de Lie, donnent  des exemples de fl). On peut 
montrer  qu 'un  ((joint~) de spheres X ~ S ~ . . . ~ S ~ ,  n ~ 2, /c ~ 2, 
v~rifie a). Pa r  eontre, je ne connais aucun exemple du eas ~), et je con- 
jecture qu'il  n 'en  existe pas, tou t  au moins parmi les poly~dres finis. 

2) Posons G~-~ gn+~(S~), n > i - ~  1. On sait que les G~ sont des 
groupes finis (si i > 0), inddpendants  de la valeur de n choisie. I1 est 
naturel  de conjecturer que G~ contient Z~ pour une infinit~ de valeurs de i ,  
mais cela ne semble pas r~sulter de la mdthode suivie plus haut .  
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w 4. Op6rations cohomologiques 

26. D6finition des op6rations cohomologiques 

Soient q et n deux entiers > O, A et B deux groupes abdliens. Une 
opdration cohomologique, relative s {q, n, A, B}, est une application: 

C : H q (X,  A) --> H '~(X, B) , 

ddfinie pour tout complexe simplicial X,  et vdrifiant la condition sui- 
vante : 

26.1. Pour route application continue / d'un complexe X dans un 
complexeY, o n a  C o ] * z / * o C .  

Remarque. Nous nous sommes placds dans la catdgorie des complexes 
simpliciaux pour des raisons de commodit6. On pourrait aussi bien se 
placer dans la catdgorie de tous les espaces topologiques (la cohomologie 
6tant la cohomologie singuli~re). Cela ne changerait rien, puisque l'on 
peut remplacer tout  espace topologique par le complexe simplicial ((rdali- 
sation gdomdtrique)) de son complexe singulier, et que cette opdration ne 
modifie pas les groupes de cohomologie. 

27. Exemples 

27.1. Supposons que n ~ q, et donnons-nous un homomorphisme 
de A dans B. Cela ddfinit un homomorphisme de Hq(X, A) dans 
Hq(X, B) qui vdrifie 26.1. 

27.2. Supposons que n = q + 1, et donnons-nous une suite exacte : 

O-+ B--> L--> A --> O . 

Cette suite ddfinit une opdration cobord : Hq(X, A) ---> Hq+I(X, B) qui 
vdrifie 26.1. 

27.3. Supposons que n ~- 2q, et donnons-nous une application bili- 
ndaire de A dans B. Au moyen de cette application, on peut ddfinir le 
cup-carrd d'un dldment de Hq(X,  A), qui est un dl6ment de H2q( i ,  B), 
et cette opdration vdrifie 26.1. 

27.4. Les Sq ~, les Sq t, les puissances rdduites de Steenrod (voir [13]), 
sont des op6rations cohomologiques. 

28. Caraet6risation des op6rations cohomologiques 

Th6ori~me 1. Les opdrations cohomologiques relatives d~ {q, n, A ,  B} 
correspondent biunivoquement aux dldments du groupe H n (A ; q, B). 
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Soit T un complexe simplicial qui soit un espace K(A,  q). Comme nous 
l 'avons vu au n ~ 3, Hq(T, A)  poss~de une classe fondamenta le  u qui 
correspond dans Horn (A, A) ~ l 'applicat ion ident ique de A sur A .  Si 
C est une opdrat ion cohomologique relat ive s {q, n,  A,  B ) ,  C(u) est 
un  61dment bien ddfini de H ' ( T ,  B) ~-- Hn(A ; q, B), dldment que nous 
noterons ~0 (C). 

Inversement ,  soit c u n  dldment de Hn(T,  B), et soit x e H q ( X , A )  une 
classe de cohomologie d 'un  complexe simplicial arbi t raire  X .  D'apr~s 5.3,  

* U il existe une applicat ion g~ : X --> T telle que g~ ( ) ~ x,  et cet te  ap- 
plication g~. est unique,  s une homotopie  prbs. L 'dldment * g~ (c) e H n ( X , B )  
est donc d~fini sans ambiguitd, et  il est immddiat  que l 'applicat ion 
x ---> g*(c) v6rifie 26.1. C'est donc une op6rat ion cohomologique relat ive 

{q, n ,  A,  B},  que nous noterons ~(c). 

On a ~0 o ~ = 1. Soit en effet c e H n (A ; q, B). P a r  d6finition, 
* C o~(c) est d g a l s  g~ ( ) ,  oh 9= : T - - > T  est une app l i ca t ion te l l e  que 

* U g, ( ) = u.  On peut  donc prendre  pour  g= l 'applicat ion identique,  ce qui 
donne ~0 o ~v (c) = g* (c) = c. 

I1 nous reste s mont re r  que ~ o ~v ~ 1. Pour  cela, soit C une opdra- 
t ion cohomologique, et  posons c =-cp(C)= C(u). Pour  tou t  4ldment 
x e H ~ ( X ,  A), on a ~v(c)(x) = g~*(c) = g*(C(u)) = C(g*(u)) = C(x).  
Ceci signifie bien que ~v(c) - -  ~ o q~ (C) est ident ique s C. 

Corollaire. Soient C 1 et C2 deux opdrations cohomologiques relatives au 
m~me syst~me {q , n,  A ,  B} ,  et soit u la classe /ondamentale de Hq(A ; q ,A  ). 
Si Cl(u  ) =-C2(u), alors C 1 == C2. 

Remarques. 1) On a u r a r  aussi bien pu ddfinir les opdrations cohomolo- 
giques pour  In cohomologie relat ive (des complexes simpliciaux, ou bien 
de tous les espaces topologiques, ce qui revient  au m6me). La  d6monstra-  
t ion pr6cddente reste valable. 

2) On pourra i t  6galement dgfinir les opdrations cohomologiques 
C ( x l , . . . ,  x,) de plusieurs variables x~ eHq~(X,A~),  s valeurs dans 
H a ( X ,  B). Ces op6rations correspondent  b iun ivoquement  aux 616ments 
de Hn(t f (A1 ,  q~) •  X K ( A , ,  q,), B) ,  comme on le voit  par  le mgme 
ra isonnement  que plus haut .  Lorsque les A~ sont de t y p e  fini et  que B e s t  
un  corps, il r6sulte de la formule de Kt inne th  que ces opdrations se rd- 
duisent  h des cup-produits  d 'opdrat ions cohomologiques ~ une seule 
variable.  
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29. Premibres applications 

Nous allons appliquer le Thdor~me 1 k divers cas simples. Nous d6signe- 
rons par C une op6ration cohomologique relative s {q, n, A, B) .  

29.1. S i  0 < n < q, C est ident iquement  nulle. En effet, H ~(A ; q, B) 
est alors r6duit k 0. 

29.2. S i n  = q, C est asaoeid dt u n  homomorphisme de A dans B (au 
sens de 27.1). En effet, H q ( A  ; q, B) = Horn (A, B). 

29.3. S i  q =  1, A = Z ,  n > l ,  C est ident iquement  nulle. E n  e f fe t  
H n (Z ; 1, B) = 0 si n > 1, puisq'un cercle est un espace K(Z, 1). 

29.4. S i  q = 2, A -= Z ,  n impair ,  C est ident iquement  nulle. S i n  

eat pair ,  et si B -~ Z ou Z,~, on a C ( x )  = k . x  n/2, k e B .  Eneffe t ,  on 
peut prendre pour espace K ( Z ,  2) un espace projectif complexe/~ une 
infinit6 de dimensions. 

29.5. S i  q est impair ,  A -= Z ,  B ~ Q (corps des rationnels), n > q ,  

C eat ident iquement  nulle. En effet, on a H n ( Z ; q , Q ) ~  0 si n > q ,  
d'aprbs [8], p. 501. 

29.6. S i  q est pair ,  A -~ Z ,  B = Q, et s i n  n ' est paa divisible par  q,  
C est ident iquement  nul le;  si n est divisible par q, on a C (x) ---- k .  x n/q, 

k eQ. En effet, d'aprbs [8], loc. cit., H * ( Z ; q ,  Q) est l'algbbre de poly- 
n6mes sur Q qui admet u pour unique gdndrateur. 

On peut donner bien d'autres applications du Thdorbme 1. Par exemple 
lorsque B est un corps, dtablir une formule de produit : 

C (x.  y) = Z C  i ( x ) .  Cj (y) ; 

lorsque n <  2q, montrer que C est un homomorphisme. Etc. 

30. Caract6risation des i-carr6s 

Soit i un entier >~ 0, eL supposons donnd, pour tout couple ( X ,  Y )  

de complexes simpliciaux, et tout  entier n >/0 ,  des applications 

A i : H q ( X ,  Y ; Z 2 )  - ~ H q + t ( X ,  Y ; Z 2 )  

vdrifiant les propridtds 2.1, 2.2 et 2.4, c'est-~-dire telles que A i o /*  
/* o A t, A t o ~ ~ ~o A i, A i ( x )  --~ x ~ si dim. x ~ i ,  A t ( x )  --= 0 si dim. x < i .  

Nous allons montrer que les A i coincide avec les S q  t s). 
D'apr~s le Thdor6me 1 (qui est valable duns le cas de la cohomologie 

relative, comme nous l'avons remarqu~), il suffit de prouver que A t (Uq) 

--~ Sqt(Uq), Uq d6signant le gdnfrateur de H q ( Z  2 ; q,  Z2). Ceci est clair si 

s) l~. Tho rn  a o b t e n u  a n t 6 r i e u r e m e n t  u n e  ca rac t6 r i sa t ion  ana logue .  
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q <~ i ,  k cause de 2 . 4 ;  pour  q > i ,  ra isonnons pa r  r6currence sur q. 
D ' ap rbs  le r a i sonnement  de [8], p. 457 (qui n 'ut i l ise que les propridtds 
2.1 et  2.2), A i c o m m u t e  h la t ransgression v. On a done 

Ai (uq) -~  A i (  ~ Uq_l)= z (A  i Uq_l) --  v(SqiUq_1) -~ Sqiuq , 

c. q. f. d. 

Note. Comme nous l ' avons  indiqu~ au n ~ 26, on peu t  5tendre les A i 
t o u s l e s  couples (X,  Y) d 'espaces  topologiques,  ~t condit ion d 'u t i l i ser  la 
cohomologie singuli~re, et  les propri~tds 2.1,  2.2, 2 .4  sont encore v~ri- 
fi~es. C'est  ce qui nous a permis  d 'ut i l iser  les A i dans  la cohomologie de 
l 'espace fibrd 5.1,  qui relic K(Z2, q - l) h K(Z~, q), espace fibr~ qui 
n ' e s t  pas  un  comptexe  simplicial. 

On pour ra i t  d 'ai l leurs remplacer ,  dans  la ddmons t ra t ion  prdc~dente,  
le complexe  K(Z2, q) pa r  le joint  de K(Z  2, q - -  i) avec  deux points,  et  
l 'on pour ra i t  ainsi demeure r  cnt i~rement  ~ l ' int~rieur de la categoric des 
complexes simpliciaux.  

31. Operations eohomologiques en earaet~ristique 2 

Posons A--= B ~ Z 2. E n  combinan t  le Thgor~me 1 avec le Thgo- 
r~me 2 du w 2, on obt ien t  : 

Th~or~me 2. T o ~ e  operation cohomologique C : Hq(X,Z2) --> Hn(X,Z~) 
est de la ]orme : 

C(x)  ---- P(Sq l l (x ) ,  . . ., SqJk(x)) , 

04 P ddsigne un polyn~Jme (par rapport au cup-produit), et 04 Sq  I', . . . .  Sq  lk 
dgsignent les i-carrgs itdrds correspondant aux  suites admissibles d'exc~s 
< q. E n  outre, deux polyn&nes distincts P e t  P~ dd]inissent des opdrations 
C et C p distinctes. 

Lorsque  A ~ Z m (m : 2h), on a un r~sul tat  analogue en rempla~an t  
les Sq  1 par  les Sq~; lorsque A ~ Z ,  on ne doit  consid~rer que des 
suites I don t  le dernier  t e rme  est > 1. 

Corollaire. S i n  <~ 2q, les i-carrds itdrds S q  z, 04 1 parcourt l'ensemble 
des suites admissibles de degrd n -- q, ]orment une base de l'espace vecto- 
riel des opdrations cohomologiques relatives & {q, n ,  Z2, Z2}. 

32. Relations entre i-carrbs it~r~s 

Le Corollaire precedent  mont re  que t ou t  i-carr~ it~r5 est  combinaison 
lin~aire de Sq  1, oh I e s t  admissible.  I1 est  na tu re l  de chercher  une m6- 
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thode permet tan t  d'~crire explicitement une telle ddcomposition. Cette 
question a dt5 rdsolue par J .  Adem [ 1], qui a d6montr~ la formule sui- 
vante  (conjecturde par Wu-Wen-Tsiin) : 

b-r  Sqa+b-cSqc Si a ~ 2 b ,  S q ~ S q  b : ,~o<~<~/z( ,_2r , (32.I) 

oh (~) d~signe le coefficient binSmial /r !/j !(k --  ~) !, avec la conven- 
tion usuelle:  (~) ---- 0 si ~ > k .  

On volt facilement que cette formule permet  de ramener, par des rd- 
ductions successives, tout  i-carr~ itdr~ s une somme de S q  ~ oh I e s t  ad- 
missible. Elle r~pond done bien h la question posde. 

Citons quelques cas particuliers de 32.1 dont  nous ferons usage au w 5 : 
32.2. Sq~Sq"  ~ 0 s i n  est impair ,  Sq~Sq  ~' --- S q  ~+~ s i n  est pair. 
32.3. Sq2Sq  ~ -~ Sq~Sq  ~ ; Sq~Sq  ~ ~ Sq  5 ~- Sq~Sq  ~. 

33. Mbthode permettant d'obtenir les relations entre i-earr~s it6r~s 

La d5monstrat ion donn~e par J.  Adem de la formule 32.1 est basde 
sur une ~tude directe des i-carr~s it~rds. Nous allons esquisser une m~- 
thode plus indirecte, mais qui conduit  plus ais~ment au rdsultatg). 

Soit X l'espace projectif  rdel b, une infinitd de dimensions, Y z Xq le 
produit  direct de q espaces homdomorphcs ~ X .  L'alg~bre de cohomologie 
H * ( Y ,  Z 2) est done l'alg~bre de polynSmes ~ q g~n(!rateurs x~ . . . . .  xq, 
de degr~s 1. Nous noterons Wq le produi t  x 1 . . .  xq de ces gSn~rateurs : 
on a Wq e H q ( Y ,  Z2). 

Lemme 1. Soit C une somme de i-carrds itdrds, tous de degrds ~ q. 

S i  C(Wq) : 0, alors C est identiquement nulle. 
Compte tenu du Corollaire au Thdor~me 2, il suffit de vdrifier que les 

Sq1(Wq) sont l indairement inddpendants lorsque I parcourt  l 'ensemble 
des suites admissibles de degr5 ~ q. Or, il est trbs facile de d~terminer 
explici tement les opdrations Sq  ~ dans H* (Y, Z2), en uti l isant les pro- 
pridtds 2.3, 2.4, 2.5 ; le r~sultat cherchd s 'ensuit  par un  ca]cul que nous 
ne ferons pas ici (voir un article en prdparation de R. Thom). 

Th(~or~me 3. Soit C u n e  somme de i-carrds itdrds. Supposons que, pour 
tout espace T,  la relation C(y)  -~ O, y e H * ( T ,  Z~), entralne C ( x . y )  ~ 0 

pour tout x E H I ( T ,  Z2). Alors C ezt identiquement nulle. 
Prenons pour T l 'espace Y ddfini plus hau t  (q dtant  dgal au degrd 

max imum des i-carrds it~rds qui figurent dans C). On a dvidemment  

9) Cette  m6thode  eat d 'ai l leurs trds procho de cello qui avai t  amen6 Wu-Wen-Tsi in  b, 
conjecturer  la formule 32.1.  
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C(1) = 0, d 'oh C ( x l . . .  x~) ----- 0 par  rdcurrence sur i ,  et  en par t icul ier  
C(Wq) = O, d 'oh C = 0 d 'aprbs  le L e m m e  1. 

A t i t re  d ' exemple ,  vdrifions l 'hypothbse  du Thdorbme 3 pour  C = 
Sq~Sq ~ -I- SqaSq  1. E n  ut i l i sant  2.3,  2.4,  2.5,  on obt ien t  : 

Sq2Sq~(x .y )  = x~ .Sq ly  § x2 . (Sq~Sqly  + SqlSq~y)  + x .Sq~Sq2y  , 
S q 3 S q l ( x ' Y )  ----- x4"Sqly  t -  x~'(Sq~y + Sq2Sqly)  -~ x ' S q 3 S q l y  �9 

Comme Sq  a : S q l S q  ~, on t ire de 1s : 

C ( x . y )  = x . C ( y )  , 

ce qui mon t r e  bien que C ( y ) =  0 entra~ne C ( x . y ) =  O. D'apr~s  le 
Thdor~me 3, on a donc Sq~Sq ~ ~ SqaSq  ~ ~-- O, d 'oh  Sq~Sq ~ ---- Sq3Sq  1, 
et nous  avons  ddmontrd  la premiere  des relat ions 32.3. 

On ddmont re ra i t  de la m@me fagon la formule  32.1 dans le cas gdn~ral, 
en ra i sonnan t  par  r~currence sur a ~- b. Nous laissons le ddtail  du cal- 
cul au lecteur. 

w 5. Application aux groupes d 'homotop ie  des sphi~res 

34. M@thode 

Nous  allons combiner  les r@sultats du w 2 et ceux de la no te  [3], I pour  
obteni r  un cer ta in  n o m b r e  de rense ignements  sur les groupes  ze(S3) 

et  nv(S3). E n  conf ron tan t  ees rense ignements  avec les r4sul ta ts  d~js 
obtenus  pa r  ailleurs, nous en ddduirons le calcul des groupes  g~+3(S~) 
et ~+4(S~)  pour  t ou t  n .  

Nous  supposons  connus les faits su ivants  (d~montr~s n o t a m m e n t  
dans  [11], Chapi t re  I V  ; voir  aussi [7]) : 

~7~4($3) = Z 2 , ~7/:5($3) = Z 2 , g6(Sa) a 12 dldments, 
~7($3) est  un  2-groupe. 

35. Les espaces (S 3, q) 

Conformdment  aux  no ta t ions  de [3], I ,  nous notons  (S 3, q) la sphere  
S 3 don t  on a tud les q - -  1 premiers  groupes  d 'homotop ie .  P a r  ddfinition, 
on a donc : 

~ (  S~, q) =- O si i < q et  ~ (  S3, q) -~ ~ (  S~) si i >/ q . (35.1) 

E n  app l iquan t  le Thdor~me d 'Hurewicz ,  on en t i re  : 

H,(S3 ,  q) = ~q(S3) . (35.2) 
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Dans  les numfiros qui suivent, nous calculerons les premiers groupes 
de cohomologie des espaces (S  3, q), dt valeurs darts Z2. Ces groupes 
seront not6s Hi(S3 ,  q). Nous utiliserons pour cela les suites spectrales 
attachdes aux fibrations (I) et  (II) de [3]. Rappelons que:  

35.3. Dans la fibration (I) l 'espace fibrd est ($3, q -4- 1), la base est 
($3, q), et la fibre est un  espaee K(~tq(S3), q --  1). 

35.4. Dans la fibration (II) l 'espaee fibr6 a mgme type  d 'homotopie 
que ($3, q) (nous l ' identifierons h ($3, q) afin de simplifier les nota- 
tions), la base est un  espace K(gq(S3), q), et la fibre est ($3, q -4- 1). 

S i x  est un  dr-cocycle de Er (Er ddsignant l 'une des suites spectrales 
pr~cddentes), nous noterons encore x l 'dldment de Er+~ qu'il  ddfinit. 

36. Cohomologie de l 'espaee ($3, 4) 

Lemme 1. E n  dimensions ~ 11, H*(S3,  4) poss&le une base 
{ 1 , a , b , c , d }  o4 dim. a :  4, dim. b :  5, dim. c :  8 , d i m . d =  9, et 
o4 b = S q l a ,  c = a  ~, d - - - a . b .  

On salt  (voir [3], I I ,  Proposition 5, ainsi que [11], Chap. IV, Lemme 3) 
que les groupes d'homologie s coefficients entiers de (83, 4) sont : 

Z, O, O, O,Z~, O,Z3, 0,Z4, 0,Zs, 0 , . . .  , 

d'oh, en ut i l isant  la formule des coefficients universels, l 'existence de la 
base {1, a ,  b, c, d}. En  outre il rdsulte de 2.6 que l 'on a S q l a  ~-O, 
d'oh S q l a  = b. I1 nous reste ~ ddterminer les cup-produits dans 
H * ( S a ,  4), pour  prouver  que a 2 = c et que a .b  = d. 

Pour  cela, nous utiliserons la fibration (I). D'apr~s 35.3, l 'espace fibr~ 
est (Sa, 4), la base est S 3 et  la fibre est un  espace K ( Z ,  2). Soit u~ le 
g~n~rateur de H2(Z;2 ) ,  v celui de H3($3). Le  terme E 2 de la suite 
speetrale de eohomologie modulo 2 de cette fibration admet  pour base 
les dldments (ua) n e t  v| n, n entier /> 0. On a dvidemment  dz(u2) 
= v, d 'oh ds((U2) n) = 0 s i n  est pair et d3((u~) n) = v @ (u2) n-1 s i n  est 
impair. Comme les diffdrentielles dr, r > 3, sont ident iquement  nulles, il 
s 'ensuit  que E ~  admet  pour base les ~ldments (u2) 2~ et v | (u2) 2n+~. Si 
]'on pose a ~ --  (u2) ~, b ~ : v | u~, on voit  que E~ admet  pour base les 
dl~ments a ~n et b ~.a ~n. Les dldments {a, b, c, d} "de H*(S3 ,  4) cor- 
respondent  done dans E~ aux ~ldments {a ~, b ~, a ~, a ~ .bt}, et comme E~ 
est l'alg$bre gradude associ~ ~ H* ($3, 4), cela donne bien a ~ = c, et 
a . b : d .  
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37. Cohomologie de l'espace ($3, 5) 

Lemme 2. E n  dimensions <~ 8, H*(S3, 5) po88~de une  base 

{1, e, / ,  9, h, i} o~t dim. e =  5, d i m . / = d i m .  9 =  6, dim. h =  7, 
dim. i = 8 ,  erode / = Sqle ,  h = Sqlg = Sq2e, i = Sq2f ,  Sq2g = O. 

Utilisons la f ibrat ion (II). D'aprbs 35.4, l 'espace fibr6 est (Ss, 4), la 
base est un  espace K(Z2, 4), et  la fibre est  ($3, 5). 

D'aprbs le Th6or~me 2 du w 2, H*  (Z 2 ; 4) poss~de la base suivante  (en 
dimensions ~< 9): 

2 S q S S q l u 4 ,  {1, u4, Sqlu4 ,  Sq2u4, Sq3u4, Sq2Sqlu4,  u4, 
Sq4SqXu4, u4"Sqlua} �9 

L'homomorph i sme  H * ( Z 2 ; 4  ) - + H * ( S 3 ,  4) applique dv idemment  u4 
sur a .  I1 applique donc Sqlu4 sur SqXa = b, Sq2u4, SqSu4 e t  

2 a 2 Sq~Sqlu4 sur 0, u~ sur = c, Sq3SqXu4 sur Sq3Sq la  = Sq2Sq~a 
= 0, Sq4Sqlu4  sur Sq4Sq la  = S q 2 S q S a - b  SqSa = 0, u4.Sqlu4  sur 
a.b = d.  On voit  en part icul ier  que cet homomorphisme applique 
Hi(Z~ ; 4) sur H~(S3, 4) pour  i ~< 11 (en fait, cela vau t  pour  t o u t  i). 
Nous ddsignerons le noyau  de cet  homomorphisme par  N i. 

Comme H k ( S 3 , 5 ) = O  si 0 < k < 5 ,  et  H k ( Z 2 ; 4 ) = O  si 0 < i < 4 ,  
on pout  appl iquer  la suite exadte  de [8], p. 469 (en cohomo]ogie). Compte  
tenu  de ce qui prdcbde, ce t te  suite exacte  mont re  q u e / a  transgression v 
est un  isomorphisme de H~(Ss, 5) sur N i+1 pour i >~ 7. 

Or N e a pour  base SqZu4, N:  a pour  base Sq3u4 et  Sq~Sq~u4, N s a 
pour  base SqaSqlu~.  Donc, en dimensions ~< 7, H*(S3 ,  5) possbde 
une base {1, e , / ,  9, h}, caract6risde par  : 

T(e) = Sq2ua,  T(/) = SqSua,  T(g) = S q 2 S q l u a ,  T(h) = S q a S q l u  a 

Comme v commute  aux Sq  i, on a : 

�9 (Sqle)  = Sq lv (e )  = SqlSq~u4 = Sq3u4 = ~(/) , d 'oh ] = Sq le  , 

"~(Sq%) = Sq~Sq~u4 = Sq3Sqlu4  = ~(h) , d 'oh h = S q % , 

v(Sq19) = Sq~Sq2Sqlu4 = Sq3Sqlu4  ---- v(h) , d 'oh h = Sq lg  . 

Montrons main tenan t  que v e s t  encore un  isomorphisme de H s ($3, 5) 
sur N 9. I1 fau t  d ' abord  vdrifier qu 'aueun  dldment non  nul  de H 9 (Z~ ; 4) 
n 'es t  un  d~-cobord, avec r < 9 :  cela rdsulte de la nullitd de E~ 'q pour  
p + q = 8, q > 0 .  I1 faut  ensuite vfrif ier  que tou t  dl6ment x e l l s ( s 3 ,  5) 
est transgressif,  au t r emen t  dit, que l 'on a d~(x) = 0 pour  r < 9 .  Or d~ 
applique E ~ dans _~E ~'9-'', ce dernier  groupe est 6v idemment  nul  si 
r < 9, sau l  pour  r = 4, oh il admet  pour  base l 'dldment u~ | e. Nous 
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devons  done mon t r e r  qu 'on  ne peu t  pas  avoir  d a(x) ~-- U 4 @ e. Or, si 
eela 6tait ,  u4 | e ddfinirait un  ~ldment nul  dans Es,  E e . . . . .  e t  en par-  
t iculier on aura i t  ds(u4 | e ) =  0; comme  de(e ) =- ~:(e) = Sq2u4, on 

~ 1 0 , 0  
a de(u4 | e) = u ~ . S q ~ u 4 E _ e  �9 

~ 1 0 , 0  E~0,0 _ = j~lo,0 HI~ �9 4), e t  l ' o n  s a i t  M a i s  o n  a ~ 6  ---- - - . . .  ~ 2  ---- , 

(w 2, Thdor~me 2) que u 4.3q2u4 est  un  dldment non nul  de H 1~ (Z 2 ; 4). 
On a donc d e (u4 Q e) ~ 0, et  cet te  contradic t ion  prouve  bien que x est  
t ransgressif .  

C o m m e  N 9 a pour  base l 'dldment Sq4Sqlu4,  Hs(S3,  5) a pour  base  
un ~l~ment i caract~risd pa r  w(i) = Sq4Sqlu~.  On a en outre  : 

v(Sq~g) = Sq~Sq~Sq~u4 = Sq3Sq~Sqlua = O, d 'oh Sq2g ~-- 0 . 

v(Sq~/) -= Sq~Sqau4 = Sq~Ua d- Sq~Sq~u~ =- v(i) ,  d 'oh i = Sq~/ . 

Ceci ach~ve la ddmons t ra t ion  du L e m m e  2. 

3 8 .  C o h o m o l o g i e  d e  l ' e s p a c e  ($3, 6)  

L e m m e  3. E n  dimensions ~ 7, H*(S3 ,  6) poss~cle une base (1, j ,  k} 
oit dim. j = 6 ,  dim. k =  7, et o~t Sql] = O, Sq2j -~ O. 

Util isons la f ibrat ion (II) .  D 'apr~s  35.4,  l ' espace fibrd est ($3, 5), la 
base est  un  espace K ( Z  2, 5), et la fibre est  (Sa, 6). 

E n  dimensions ~ 8, H* (Z2 ; 5) poss~de la base  su ivante  : 

{1, us, Sq lus ,  Sq2ua, Sq3us, Sq2Sqlu5} �9 

L ' h o m o m o r p h i s m e  H* (Z 2 ; 5) --> H* ($3, 5) appl ique  dv idemmen t  u 5 
sur  e, donc Sqlu5 sur  Sq ie  = / ,  Sq2u5 sur Sq2e = h ,  Sq3u5 sur 
Sqae -~ S q l h  = S q l S q l g  = O, S q 2 S q l %  sur Sq~Sqle  -= Sq~/ -~ i .  

D'apr~s  [8], loc. cit., on a une suite exac te  (valable en tou t  cas pour  
i ~< 8): 

T 
�9 . .  -->HI(Z2; 5) -->Hi(S3, 5) -->tti(S3, 6) --~HI+I(Z2; 5) --> . . .  

E n  combinan t  cet te  suite exac te  avec  les rdsul ta ts  prSc6dents,  on vol t  
que H 8 ($3, 6) poss~de une base  formde d ' u n  dldment ?', image de l'dld- 
m e n t  g eH6(S3 ,  5), e t  que H7($3, 6) poss~de une base  form~e d ' un  
~16ment ]c tel  que ~(]c) = Sqau6 eHs(Z2;  5). E n  outre  S q  1] est image 
de S q l g  ~--h; mais h est  image de Sq2u5 dans l ' h o m o m o r p h i s m e  
HT(Z2;  5) --->H7($3, 5), donc h donne 0 dans  H 7 ( $ 3 ,  6), et  S q  1 ] = O. 
De m6me Sq  2 ] e s t  image de Sq2g = 0, donc Sq~] = 0, ce qui ach~ve 
la d4mons t ra t ion .  
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Corollaire. ~6 ($3) = Z1210) .  

P u i s q u e  ~8(Ss) a 12 61dments, il es t  i s o m o r p h e  soi t  & Z12 , soi t  & 
Z~ q - Z  e. D a n s  le second  cas on a u r a i t  He(S3,  6) = H o m  (He(Sa,  6), Z~) 
= H o r n  (ze(S3),  Z2) -~ Z2 q- Z~, en  c o n t r a d i c t i o n  avec  le L e m m e  3. 

39. Cohomologie  de l ' e s p a e e  ($3, 7) 

L e m m e  4. H 7 (S 3, 7) poss~de une base/ormde d'un seul dldment m ,  et 
l'on a S q l m ~ 0. 

On ut i l ise  c o m m e  p r d c d d e m m e n t  la  su i te  e x a c t e  : 
T 

�9 �9 �9 --> Hi(ZI2 ; 6) --> Hi(S3, 6) --> Hi(S3, 7) --> Hi+l(Zl2 ; 6) --> �9 �9 �9 

D ' a p r 6 s  le T h d o r 6 m e  5 du  w 2, H* (Z12 ; 6) es t  i s o m o r p h e  ~ H* (Z 4 ; 6). 
E n  d imens ions  ~ 8, H* (Z12 ; 6) possbde  donc  la ba se  s u i v a n t e  : 

{1, u6, S q  1 u6, Sq2ue} . 

L ' i m a g e  de  u6 dans  H6(Sa, 6) es t  6 v i d e m m e n t  ] ;  celle de Sq~u 6 
es t  k,  car  s inon  on a u r a i t  H6($3, 7) ~ 0, ce qui  e s t  a b u r d e  ; celle de 
Sq2ue es t  Sq  2] = 0. L a  sui te  e x a c t e  p rdcdden te  m o n t r e  alors  que 
H 7(83 ,  7) poss~de u n e  b a s e  fo rmde  d ' u n  seul  61dment m te l  que  ~(m)  ~-- 
Sq~u6. On a en  ou t r e  S q l m  ~ O, car  ~(Sqlm)  = SqlSq2u6 = 
Sq3u~ :/: O. 

Corollaire. ~7 ($3) = Z2. 

Le  L e m m e  4 m o n t r e  que H o m  (~7(Sa), Z2) = Z 2. Cela signifie que 
le 2 - c o m p o s a n t  de  ~7($3), donc  ~7($3) l u i -mgme ,  es t  i s o m o r p h e  ~ Z ~ ,  
avec  m =  2 h, h ~  1. Si h ~ 2 ,  l ' h o m o m o r p h i s m e d e  ~7(Ss) sur  Z 2 
p o u r r a i t  g t re  fac tor i s6  en  g7 ($3) --> Z4 -~ Z2, e t  l ' on  a u r a i t  S q l m  = 0 
d ' a p r b s  2 .7 .  Ceci 6 t a n t  exc lu  d ' ap r~s  le L e m m e  4, on a h = 1 (on 
a u r a i t  p u  d g a l e m e n t  i n v o q u e r  le L e m m e  2 du  w 2). 

40. Les groupes ~.+3(Sn) 

D a n s  ce n u m d r o  e t  le s u i v a n t ,  nous  n o t e r o n s  E la su spens ion  de  F r e u -  
den tha l ,  v~ le gdnd ra t eu r  de  z~i+l(Si), v~ l '61dment  de  z7($4) d6fini p a r  
la  f ib ra t ion  de H o p f :  87 - > $ 4 ,  ~o l ' d ldmen t  de ~8(S~) i n t r o d u i t  p a r  
B lake r s -~ Ia s sey .  

10) Ce Corollaire r6sulte aussi du fair (annonc6 par Barratt-Paechter, Proc. Nat. Acad. 
Sci. U. S. A. ll8, 1952, p. 119--121) que ~re(Sa) contient un sous-groupe isomorphe k Z 4. 
Signalons 6galement que V. A. Rokhlin (Doklady 84, 1952, p. 221--224) a annonc6 des 
r6sultats 6quivalents ~ ceux d u n  ~ 40. 
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Sachant  que ~9($3) ~ Z12 , on peut  mont re r  que o~ en est un  gdn~ra- 
teur  (el. A. Borel  et  J . -P .  Serre, Groupes de Lie  et puissances  rdduites de 

Steenrod, Prop.  19. 1). 
Le groupe gT(Sa) --~ ~ ( $ 7 )  ~- Eg~(S3) est  isomorphe ~ Z ~- Z~ ,  le 

facteur  Z ~tant  engendr~ par  ~ ,  e t  le fac teur  Z~  par  E m. 
On sait  que E applique gT(S~) sur ~s(S~), le noyau  ~tant engendr~ 

par  [i~, i~], oh i .  d~signe le g~ndrateur canonique de ~n(S,)  e t  oh le 
crochet  dSsigne le produi t  de Whitehead.  E n  outre,  on a :  

[Q,i~] --- 2 ~ -  e E  ~ , 

oh s ~ =t= 1 d~pend des conventions d 'or ienta t ion  utilis6es (cette for- 
mule r~sulte, par  exemple,  du Th4or~me 23.6  du livre de N. E.  Steenrod 
sur les espaees fibres). I1 s 'ensuit  que darts ~8(S~) on a :  

E~ o~ -~ 2 e E ~ , 

ce qui mont re  que Zs (S~) est isomorphe ~ Z~a, et admet  E v~ pour  gdn~- 
ra teur  ~ ~). 

P a r  suspension, on a g.+3(S.)  ---- Z2a s i n  ~ 5, e t  En-4~'~ en est un  
g~n~rateur. 

41. Les groupes ~.+4(Sn). 

On a vu  que ~7 ($3) ~ Z2. D'apr~s P. Hi l ton  [6J les ~l~ments co o ~ 
et  v~ o v~ sont  des dl~ments non nuls de ce groupe. Ils sont  done dgaux 
(ce qui n '~tai t  pas ~vident  a priori),  et  en const i tuent  l 'unique gdndra- 
teur .  

On a ~s(S4) ----- gs(ST) ~- EgT(S3)  ~ Z 2 ~ Z 2, le premier  fac teur  Z 2 
~tant  engendr~ par  v~ o vT, le second par  E(eo o ue) - -  E o) o ~7 �9 

D'apr~s un  th~or~me de Freudentha l ,  E applique gs ($4) sur ~9 ($5). 
P a r  ailleurs, comme il n 'exis te  pas d 'appl icat ion d ' invar ian t  de H o p f  
unit$ de $11 s u r  S 6 (voir [1] pour  une  d~monstra t ion simple), l '~l~ment 
[is, i5] de ~9($5) est non  nul. Le noyau  de E : ~s(S4) -~ ~9($5) a done 
au  plus 2 61~ments (il est  d'ailleurs facile de re t rouver  ce fai t  di rectement ,  
cf. [10]). D ' au t r e  par t ,  on a : 

E ( E  o~ o ~'7) ~ E ~ co o ~8 ~ (2~ E ~'~) o vs = e ( E  ~4)' ~ 2 vs ~-- 0 . 

Ceci mont re  que Eeo o v7 appar t ien t  au noyau  de E ,  qui est done 

11) Voir 6galement los articles cites plus haut  de V. A. Rokhlin et de A. Borel et l 'auteur. 
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e x a c t e m e n t  Z 2. I1 s 'ensui t  que n 9 ($5) ---- Z2 et  que son unique g4ndra- 
t eur  est  [i 5, i5] : E ( v~ orT) ----- E ~ o ~s 1~). 

Comme  E appl ique  ~ ( $ 5 )  sur ~10(Ss) et que E([is,  i~]) : 0, on a 
~10($6) ----- 0, d 'oh  u,+4(S~) : 0 pour  n ~ 6. 

R~capi tu lons  les rdsul tats  obtenus  : 

Th6orbme.  ~e(S3) : Z12, :T~7($4) : Z ~- Z12 , TCn§ = Z24 8i 

n ~ 5 .  :7/:7(83) = ~ 2 '  ~8(S4)  = Z 2 -~- Z2, T{:9 (85) = Z2,  yl:~_4(Sn) = 0 
si n ~ 6 .  

42. Remarques 

1) On peu t  calculer les groupes  s tables  ~n+3(S~) et :r~+4(S~) sans 
passer  pa r  l ' in term~diai re  des :ri(S3), pa r  des calculs t o u t  analogues 
ceux des num~ros 36, 37, 38, 39 (et ldg~rement plus simples, du fair  que 
la suite spect ra le  s ' y  r~duit  ~ une suite exacte) .  

2) On peu t  pousser  les calculs des num~ros 36, 37, 38, 39 sens ib lement  
plus loin que nous ne l ' avons  fai t  ici, et  d~terminer  les 2-composants  des 

groupes  :rs(Sa) et ~ ( $ 3 ) .  On t rouve  ainsi : r s ( S 3 ) =  Z 2 et  ~ 9 ( $ 3 ) :  Z 3. 
Nous ne donnerons  pas  ici le d~tail  de ces caleuls, parce  qu'i ls sont  t rop  
fast idieux,  et  parce que l 'on peu t  calculer :rs(S3) et  :rg(Sa) pa r  la m~- 
thode,  plus rapide,  de la Note  [10]. 

1,) Evtovs =fl= 0 r~sulte aussi du Th~or~me 5.1 de [1], off l'on fair ra = 4, n = 2, 
p = 1. On notera que E(Ev~ovs) = 0, ce qui montre l'impossibilit6 d'~tendre le th~o- 
r~me en question au cas p = n. 
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