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 HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES

 Applications

 PAR JEAN-PIERRE SERRE

 Received May 4, 1951

 INTRODUCTION

 L'objet essentiel de ce memoire est d'etudier l'espace Q des lacets sur un

 espace donne X. L'int6ret de cette etude est double: d'une part, Marston Morse'
 [25] a montre que, si X est un espace de Riemann, les proprietes homologiques

 de Q sont etroitement liees aux proprietes des getodesiques tracees sur X; et,

 d'autre part, on peut, avec Hurewicz [181, utiliser Q pour donner une ddfinition
 recurrente des groupes d'homotopie de X et, par suite, tout renseignement sur les

 groupes d'homologie de Q entrainera une meilleure connaissance des groupes
 d'homotopie de X.

 Mais l'etude directe de l'homologie de Q s'etait averee difficile, et n'avait

 guere pu etre menee a bien que dans le cas oui X est une sphere. Nous utilisons

 ici une methode indirecte, suggeree par la relation zi(Q) = w7ri+(X), qui consiste
 a considerer Q comme la fibre d'un espace fibre E qui est contractile, la base

 etant l'espace X donne. En appliquant alors a E la theorie homologique des
 espaces fibres developpee par J. Leray, on obtient des relations etroites liant
 l'homologie de Q et celle de X, relations que l'on peut appliquer avec succes

 aux deux probleimes cites plus haut.
 La theorie homologique utilisee ici etant la theorie singuliere (seule adaptee

 aux problemes homotopiques), il nous a fallu montrer que la theorie de Leray
 etait valable dans ce cas, et pour cela, il nous a fallu en refaire compleitement la
 partie topologique. Notre expose ne necessite done pas la lecture prealable des
 memoires de Leray sur le sujet.

 Le contenu des divers chapitres est le suivant:

 Le Chapitre I contient les notions preliminaires inxdispensables, essentiellement
 la notion de suite spectrale ([22], [19]) des groupes differentiels filtres. On y

 trouvera un expos6 "abstrait" de la transgression et de la suspension; la premiere

 notion avait ete introduite tout d'abord par Chern, Hirsch et Koszul dans le
 cas de certains espaces fibres, la seconde par Eilenberg-MacLane dans le cas
 des complexes K(r; q). On y trouvera egalement un bref apercu de la theorie
 des revetements due a Cartan-Leray (dans le cas particulier des revetements
 universels).

 Le Chapitre II etablit les proprietes de la suite spectrale d'homologie (singu-
 liere) des espaces fibres. Il faut d'abord choisir une nouvelle definition de l'homo-
 logie singuliere, qui utilise les cubes a la place des simplexes, ce qui est fait au

 nol. Le point essentiel, une fois la filtration definie, consiste a prouver que le

 1 Les crochets renvoient a la Bibliographie, placee a la fin de ce memoire.
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 426 JEAN-PIERRE SERRE

 terme E1 de la suite spectrale est isomorphe au groupe des chaines de la base a

 coefficients dans le groupe d'homologie de la fibre. Ceci exige certaines con-

 structions de cubes singuliers, qui sont toujours possibles pourvu que l'espace
 verifie le theornme de relhvement des homotopies pour les polyydres. Aussi cette

 dernibre propriet6 est-elle prise ici comme definition des espaces fibr6s.
 Le Chapitre III indique les premieres applications de ce qui pr6cede a divers

 cas particuliers. Signalons notamment la Prop. 5 qui est la c16 de plusieurs
 r6sultats interessants pour la suite, ainsi que la Prop. 3. Les autres r6sultats sont

 dus a J. Leray [24] (dans le cadre de la theorie de Cech).
 Le Chapitre IV, consacr6 aux espaces de lacets, a un double but. D'un c6t6

 il donne des r6sultats g6neraux, int6ressants en eux-m~mes (tel le th. de Hopf,
 la simplicite en toute dimension, etc) qui sont appliqu6s au n?7 et au n08 A des

 problimes de g6od6siques, et d'autre part, il pr6pare la voie a l'Ntude des groupes
 d'homotopie qui fait I'objet du chapitre suivant. Parmi les r6sultats du premier
 type, signalons une demonstration tres simple du fait que, sur tout espace de
 Riemann compact connexe, il existe une infinit6 de g6od6siques joignant deux

 points distinct donnes (resultat qui n6tait guere connu que dans le cas des
 spheres).

 Le Chapitre V indique une m6thode permettant, dans une certaine mesure,
 de calculer les groupes d'homotopie d'un espace dont on connait les groupes

 d'homologie. On en tire ais6ment le fait que les groupes d'homotopie ont un

 nombre fini de g6n6rateurs si et seulement s'il en est de meme des groupes
 d'homologie (au moins lorsque lespace est simplement connexe). Nous attaquons

 aussi le probleme du calcul des groupes d'homotopie des sphbres: ici, il est com-
 mode de s6parer les difficultes en effectuant des calculs A coefficients dans des
 corps de caract6ristiques vari6es. Le cas de la caracteristique nulle peut 6tre trait6

 completement, et montre que les 7ri(S") sont finis sauf 7rn(S.) et 7r4n-1(S2n)
 (n quelconque). En caract6ristique p, par contre, nous nous bornons A trouver le

 premier groupe d'homotopie de Sn (apres le n-bme) dont l'ordre soit divisible
 par p: c'est 7rn+2p_3(Sn) (au moins si n est impair).

 Le Chapitre VI indique trbs brievement comment la m6thode prdcedente,

 appliqude mais en sens inverse, aux groupes d'Eilenberg-MacLane, permet
 d'obtenir trbs rapidement des r6sultats, dont certains 6taient connus mais de
 demonstration difficile.

 Les resultats essentiels de ce m6moire ont Wtd resum&s dans trois notes aux
 Comptes-Rendus [28].

 Je ne terminerai pas cette introduction sans exprimer A M. H. Cartan toute la

 reconnaissance que je Mui dois pour l'aide qu'il n'a cess6 de m'apporter dans mon
 travail, tant par l'interm~diaire du S6minaire qu'il dirige depuis trois ans, que
 par de nombreux et profitables contacts directs. C'est notamment grace A
 son aide (et A celle de J-L Koszul qui voudra bien trouver ici mes remerciements)

 que j'ai pu transposer la thdorie de Leray en homologie singulibre et asseoir
 ainsi sur une base solide les calculs purement heuristiques que je faisais

 jusqu'alors. Outre cette contribution particulibrement importante, je lui dois
 de nombreuses ameliorations dans les r6sultats, l'exposition, et la redaction.
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 HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 427

 Qu'il me soit permis de remercier aussi MM. A. Borel, N. Bourbaki, S. Eilen-
 berg, J. Leray pour l'aide, les encouragements, et les conseils, varies mais egale-
 ment efficaces, qu'ils m'ont prodigues. Ma reconnaissance va egalement a M. A.

 Denjoy qui a bien voulu presider le jury auquel j'ai soumis cette these.
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 n02. Premiers resultats.
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 non nul modulo p.
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 CHAPITRE VI. LES GROUPES D'EILENBERG-MACLANE.

 nol. Introduction.

 n02. Rksultats generaux.

 n03. Le th~oreme de Hopf.

 APPENDICE. Sur l'homologie de certains revetements.

 BIBLIOGRAPHIE.

 CHAPITRE I. LA NOTION DE SUITE SPECTRALE

 1. La suite spectrale d'un groupe differentiel a filtration croissante

 DEFINITION. Soit (A, d) un groupe differentiel, c'est a dire un groupe abelien
 A muni d'un endomorphisme d de carre nul. On dit qu'une famille de sous-
 groupes (AP) (p entier positif ou negatif) definit stir A une filtration croissante
 si les conditions suivantes sont remplies:

 UPAP = A; AP CAP+'; d(AP) C AP.

 On convient de completer la definition des AP en posant A` = 0 et A-,- = A.
 Soit x e A; appelons w(x) la borne inferietire des entiers p tels que x E AP.

 L'application x - w(x) ve'rifie evidemment les proprietes suivantes:

 w(a - b) ? Sup(w(a), w(b)); w(da) < w(a).

 Reciproquement, si l'on se donne tine fonction w(x) sur A, a valeurs entieres
 (-x compris), qui verifie les deux proprietes precedentes, elle d6finit une
 filtration croissante sur A.

 Notations (r designera un entier positif):

 CT: ensemble des elernents de A' dont le bord est dans A"-.
 BR: ensemble des ele'ments de A"' qui sont bords d'ele'ments de A T.
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 IIOMOLOGIE SINGULIERE DEOS ESPACES FIBRES 429

 C.: ensemble des elements de A' qui sont des cycles.
 BP: ensemble des 6lments de A" qui sont des bords.

 Tous ces ensembles sont des sous-groupes de A', ve'rifiant les relations d'in-
 elusion suivantes:

 B3P C P n.. P, CBP Cl .. B P C . P 0 1 C **CDr-1 r C0 C 0o o

 C CCP C *.* C CIP C C = AP.

 On notera egalement que d(Cr+r) = BrP
 DEFINITION DES Er.

 Nous poserons: E' = CP/(Cp_1 + BPU1).
 La differentielle d applique CrP dans Cpr et (C2P_ + BrP1) dans Br- Elle
 definit done, par passage au quotient, un homomorphisme:

 drp E'P ->EP .-

 Le noycau de d' est: (Crp+1 + CrP_11)1(C_211 + BrU1).
 L'image de dP+r est: (CPZ1 + Br))/(Cp'l? + BP 1).

 En comparant ces deux resultats, on voit que drpodp' = 0; en outre le quo-
 tient du noyau de dp par l'image de dP' r est:

 (CPr1 + CpZ1)/(sBp + Cp-l) = cp+1/[cP~ n (C 'i + BP)]

 = CP+l/(CP-1 + BP) = EP

 Interpretation des resultats precedents: la suite spectrale.

 Posons Er = Ep E:P (dans toute la suite, le signe f designera une somme
 directe); les EP d6finissent sur Er une structure graduee: les elements de EP
 sont dits de degre'filtrant p; les applications dp definissent sur Er une differentielle

 dr homoge'ne et de degre -r vis a vis du degre' filtrant. La suite des groupes dif-
 ferentiels graduds (Er) (r = 0, 1, * ) est dite suite spectrale attach6e au groupe
 diff6rentiel filtr6 A.

 Le groupe d'homologie de Er pour la differentielle dr,, calcule en Ef, est
 isomorphe a EP+1, nous venons de le voir. On a done:

 H(Eo) = E1; H(El) = E2; ;H(Er) = Er+,; etc.

 Le terme E0.

 On a: Eo = A'/A'-'. On voit done que Eo est la somme directe des quotients
 successifs AP/AP-'; on l'appelle le groupe gradu6e associe au groupe filtre' A.

 La diff6rentielle do applique Eo dans lui-meme; elle est obtenue par passage
 au quotient a partir de la diff6rentielle d de A (ce qui est possible, puisque A'
 et AP-' sont stables pour d).
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 430 JEAN-PIERRE SERRE

 Le terme E1

 D'apres ce qui precede, on a: El = H(AI/A-1).
 La differentielle di applique E{ dans EV-1; elle coincide avec l'homomorphisme

 bord

 a: H(AP/AP_') -+H(AP-1AP-2)
 de la suite exacte d'homologie du "triple" (AP, AP-', Ap-2).

 Le terme Eo.

 Par analogie avec la definition des Er, on d6finit le terme E. = p EP (groupe
 terminal de la suite spectrale) en posant:

 EP = CP/(Cp-7 + BP).
 L'intdret de cette definition est que, d'une part, on peut considerer le terme

 E. comme une limite des termes Er (nous pr6ciserons ceci au no suivant), et que,
 d'autre part, E. est intimement lie a H(A.). II fournit donc une sorte de transi-
 tion entre les (E,) et H(A).

 Pour prdciser ce dernier point, soit DP l'image de H(A") dans H(A) par l'ap-
 plication identique de A' dans A. On a donc:

 DP= CP/BP.

 II suit de LA: DP/DP-l = CP/(Cp-7 + BP) = E'.
 Autrement dit, si l'on considbre H(A) comme filtre par les D', le groupe E,
 n'est autre que le groupe gradue associe au groupe filtre H(A).

 Remarquons toutefois que, meme si np A' - 0, on n'a pas necessairement
 np DP 0 O; au no suivant, nous donnerons une condition suffisante pour qu'il
 en soit ainsi.

 Note. Les d6finitions qui pr6cedent ne sont que les traductions, dans un lan-
 gage adapt6 a l'homologie, des notions introduites par J. Leray [23] et J.-L.
 Koszul [20]. On peut d'ailleurs obtenir les r6sultats de ce no a partir de ceux de
 Leray par un simple changement de notation: il suffit de remplacer p par -p.

 Cette thdorie peut s'etendre en majeure partie aux "theories axiomatiques de
 l'homologie". Voir A ce sujet un expose de S. Eilenberg ([6], Exp. VIII).

 2. Cas d'un groupe gradue

 Nous supposerons a partir de maintenant que le groupe A est gradue, c'est-a-
 dire est somme directe de sous-groupes 'A (n entier positif ou negatif); on
 supposera de plus que d est de degr6 -1 vis a vis de cette graduation (autrement
 dit, dUnA) C '-'A), et que la filtration est compatible avec la graduation,
 c'est-A-dire que chaque A' est somme directe de ses intersections avec les nA.
 Nous poserons A` =- "AA f AP, et nous d6signerons par Hn1(A) le n-eme groupe
 d'homologie de A.

 Graduation des termes de la suite spectrale.

 L'existence d'une graduation sur A permet de definir des graduations sur les
 divers groupes introduits au n01 pr6cedent. Nous noterons 0' ,r , q, Bp
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 HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 431

 D`'q les sous-groupes de C', * . , DP form&s des el6ments homogenes et de
 degre p + q. Chaque C', , DP est somme directe des C"', * DP ' pour

 -00 < q < + .
 On pose deme'me: EP q = CP, /(CP-lq+l + B2pq ) (0 < r ? +z).
 Les EP' q graduent Ep. Le terme Er de la suite spectrale est donc bigradue

 par les Ef q; p est dit degre filtrant, q degre complementaire. Il y a avantage A
 introduire aussi le degre p + q, ou degr6 total (il correspond au degr6 de A).
 Les proprietes de degr6 des differentielles dr sont les suivantes:

 dr diminue le degre filtrant de r unites,
 dr diminue le degre total de 1 unite,
 dr augmente le degre complementaire de r - 1 unites.

 Une hypothese supplementaire.

 Nous ferons dans toute la suite l'hypothbse suivante:

 (4))-Si x $ 0 est un el6ment homogbne de A, 0 < w(x) < deg. x. En d'autres
 termes: la filtration et le degre sont positifs, et la filtration est inferieure au degre.
 Une autre formulation est: An = _A et AP ' = 0 si p < 0.
 Consequences de l'hypothese (4)).

 On a tout d'abord Eo q = 0 si p ou q < 0. 11 s'ensuit que EP q = 0 pour p
 ou q < 0, et r quelconque. Ceci est encore vrai pour E. , comme on le voit tout
 de suite. Puisque E."' = DP Q/DP-l q+1 on en conclut que D-ln+l = 0 et Dn? =
 Hn(A). On a donc la suite de composition de H(A):

 0 = DF "n+1 C' Do CCc D n-1, C D n, = H (A).

 En particulier, on voit que np DP = 0.
 PROPOSITION 1. Si l( condition (4)) est remplie, on a:

 EP= = EP1 = E'422 = = EP pour r > Sup(p, q + 1).

 Si r > p, les 6l6ments de EP'q sont tous des cycles pour d, , puisque d, diminue
 le degr6 filtrant de r unites et que E.'' = 0 pour s < 0. De meme, si r - 1 > q,
 aucun element $0 de E, q n'est un bord pour d, puisque dr augmente le degrd
 complementaire de r - 1 units. I1 s'ensuit que E' q = Ep"1 =
 Reste A voir que l'on trouve ainsi le groupe EP ". Pour cela, il suffit de remarquer
 que, pour r assez grand, on a:

 C = C BP'Q =Bp'q.

 On voit donc en quel sens on peut dire que le groupe E., est la limite des groupes
 Er : pour un degr6 total n donn6, il existe un r assez grand pour que les groupes
 formds par les termes de degr6 total n de Er et de E. soient isomorphes.

 Le groupe differentiel R.

 Nous poserons R = A', R, = A0'q. R est un sous-groupe gradu6 stable de
 A. On a E0` = Hq(R). D'autre part, tous les 6lments de E? (r > 1) sont des
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 432 JEAN-PIERRE SERRE

 cycles pour dr , puisque dr diminue le degre filtrant et que ces elements sont de
 degre filtrant minimum. I1 en resulte une suite d'homomorphismes sur:

 Hq(R) =E1 E?" .

 En outre ces homomorphismes deviennent des isomorphismes sur, des que

 r > q + 1, d'apres la Prop. 1. On voit done que EOY = Eq+2 s'identifie a un
 quotient de Hq(R) (ce que l'on peut voir aussi directement, sur l'expression
 explicite de ces groupes en fonction des C" q et des B' q). Mais d'autre part
 EOq = D? ' C Hq(A). On peut done ecrire la suite d'homomorphismes:

 Hq(R) - ->E. - > Hq(A),

 le premier etant sur, le second biunivoque. Le compose n'est autre que l'homo-
 morphisme de Hq(R) dans Hq(A) induit par l'injection: R -* A.

 Le groupe differentiel S.

 Posons Ef'? = Sp, et S = EpSp . Le groupe S est identique au sous-groupe
 de E1 forme des elements de degre complementaire 0. Comme d1 conserve le
 degr6 complementaire, il s'ensuit que S est stable pour d1 , et constitue un groupe
 differentiel gradue.

 On a Hp(S) = E?'0; d'autre part, aucun element # 0 de EP'" n'est un bord
 pour dr (r ? 2) puisque dr augmente le degre complementaire et que ces elements
 sont de degre complementaire minimum. I1 en resulte une suite d'homomor-
 phismes biunivoques:

 *- -E ? E ?'o = Hp(S)

 En outre, ces homomorphismes sont des isomorphismes sur des que r est
 assez grand. De facon precise (Prop. 1), on a EP = E'0; mais EP'0 =
 DP /DP-l" l= Hp(A)/DP-l ". On peut done ecrire la suite d'homomorphismes:

 Hp(A) -EP' > Hp(S),
 le premier etant sur, le second biunivoque.
 Interpretons le produit de ces deux homomorphismes:
 Pour cela, rappelons que El"0 = C`'0/(C-l 1 + B ?). Comme C" = P4A on
 a done un homomorphisme canonique ir:A -* S, qui commute avec le bord et

 definit un homomorphisme 7r*:Hp(A) -* Hp(S). Cet homomorphisme 7r* est
 le compose en question.

 I1 resulte en particulier de ceci que 1'image de 7r* est E,'0, et que son noyau
 est D"".'

 Note. Dans toutes les applications de la suite spectrale connues jusqu'a present,
 le groupe A que l'on filtre est un groupe gradue. Par contre, la condition ('1)
 n'est en general remplie que dans les applications touchant de pres ou de loin
 a la theorie des espaces fibres (par exemple, outre cette derniere qui fait l'objet
 du chapitre suivant, la theorie des groupes d'operateurs, ou bien celle des ex-
 tensions de groupes discrets). Le cas le plus important oui elle n'est pas remplie
 est la theorie de Morse.
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 HOMOLOGIE SINGIJLIERE DES ESPACES FIBRES 433

 Dans le cas d'un espace fibre E de fibre F, base B, le groupe A est le groupe
 des chaines de E, le groupe R celui des chalines de F, le groupe S celui des chaines
 de B. En outre, les homomorphismes canoniques R -* A -* S sont ceux induits
 par les applications continues F -+ E -* B.

 3. La transgression et la suspension

 Le groupe A/R.

 Considerons a nouveau l'application canonique:

 7r:Ap = CP-0 C+ /0(CoP-1' + BP'0) - Sp

 Si p > 1, cette application envoie Rp = A0'P dans Cr-"' et ddfinit donc, par
 passage au quotient, un homomorphisme:

 r :AP ?/A?'p --* Sp

 en outre, si p > 2, m-' commute avec le bord et definit donc: 1r*: Hp(A/R?) --.Hp(S).
 Or Hp(A/R) = CpO/(Co P + B`0) et Hp(B) = C2'0/(CV-1' + B'0). II suit de
 I& que le n oyau de 7r* est 6gal A l'image de l'application canonique: CP'.-1
 Hp(A/R), et que l'image de 7r' est 6gale a:

 Cp ?/[Cpo ?n (C1-"' + Bp ?)] = CP O/(CPl l + B`0) =EP?
 On peut resumer ceci en disant que la suite:

 Cpi_ -> Hp(A/R) -E -*0,

 est exacte, et que le compose: Hp(A/R) -Ep? - > E-P' = Hp(S) n'est autre
 que ir*.

 Un diagramme.

 Consid6rons le diagramme (I) qui suit.

 o --- C.Bo"' - 0 0~~~~~~~-1 c P-1 c- dBpl,
 Hp(A) Hp(A/R) - Hp-(R) - Hp-,(A)

 (J) 1 1
 E lp O E `__ _ E_ d1 E 'PE - -1 0

 0 Hp(S) 0 0 0
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 434 JEAN-PIERRE SERRE

 Les lignes et les colonies de (I) forment des suites exactes; en outre ce diagramme

 est commutatif car toutes les applications qui y figurent sont definies, soit par
 une relation d'inclusion dans A , soit par passage au quotient A partir de la
 diff6rentielle d de A. Enfin les homomorphismes X et ,u qui y figurent sont biuni-
 voques.

 La transgression.

 Considerons les deux homomorphismes:

 Hp-,(R) - Hp(A/R) -r-> Hp(S) (p > 2),
 et ddsignons par L le noyau de a, par Al celui de 7r1* , par L' l'image de a, par
 M' I'image de 7r* .

 Soit x e M'; choisissons un y tel que 7rw*(y) = x, et considdrons a(y). C'est

 un element de Hp-1(R) qui, lorsque y varie, decrit une classe modulo a(M). Par
 passage au quotient, on obtient un homomorphisme canonique, appele trans-
 gression:

 T I',Hp_l (R)1a(0I) .

 Les 616ments de Al' sont dits elements transgressifs de H,(S); un cycle de S dont
 la classe d'homologie est transgressive est appebM cycle transgressif.

 En traduisant la definition de Al' en termes de chamnes, on voit que, pour
 qu'un cycle x e S, soit transgressif, il faut et il suffit qu'il existe un a E A, tel
 que 7r(a) = x et que da e Rp_1.

 PROPOSITION 2. Les groupes Al' et HIp_(R)/a(All) sont canoniquement isomorphes
 aux groupes E"' et E?-. Par ces isomorphismes, la transgression T:M'
 H,_1(R)/a(M) est transformee en la differentielle dp:Ep' ? * E- -.

 Cela resulte immediatement du diagramme (I).
 La suspension.

 Nous pouvons definir de faqon tout analogue h la precedente un homomor-
 phisme de L' C Hp_1(R) dans H,(S)/Ir*(L). Cet homomorphisme sera appel6
 suspension et note '; on observera qu'il eleve les degres d'une unite.

 Le cas le plus important pour la suite est celui ofi Hp(A) = H,_j(A) = 0.
 Dans ce cas, on a L' = Hp-1(R), 7r*(L) = 0, et la suspension est alors un ho-
 momorphisme de Hp-1(R) dans Hp(S), 4gal A 7ri*oa-. On tire alors du diagramme
 (I) le diagramme commutatif suivant:

 E`0 dp E0p-
 Ep Ep

 (II) } \

 Hp(S) -Hp-,(R).

 Dans ce diagramme, dp est un isomorphisme sur, Ep Hp(S) est biunivoque
 et a meme image que I, Hp-1(R) E-' est sur, et a meme noyau que l.
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 Note. Comme il a ete dit dans l'introduction, les notions de transgression et
 de suspension ont ete introduites par Chern-Hirsch-Koszul et Eilenberg-'Mac-
 Lane respectivement, dans des problemes particuliers. La proposition 2 est due
 a Koszul ([201, deux dernieres lignes).

 4. Une suite exacte

 Hypotheses.

 Soient i, j, r trois entiers positifs, avec i < j.
 Nous supposons que, pour tout n tel que i < n < j, on ait E" q = 0 poUr

 tout couple (p, q), tel que p + q = n, et distinct de deux couples particuliens:
 (an, bn) et (cn s, dn). Pour eviter un abus d'indices, nous conviendrons de noter
 nE' (resp. 'Ef') le terme E"' correspondant a p = an, q bn (resp. p = ch
 q = dn). Ainsi Er pour le degre total n, ne contient que deux termes eventuelle-
 ment non nuls: Er et 'E$' . On supposera que an < nC.

 Enfin nous ferons les deux hypotheses suivantes:

 E' = si p + q=n- 1, p an-r et i n < j;

 E' = si p+q=n+ 1, p > Cn+r et i < n j.

 PROPOSITION 3. Dans les hypotheses precdentes, on a une suite exacte:

 'Et - Hj(A) -* 'E'" +- E *-* *E>iE' 3 Hi(A) -> iE".
 DfMONSTRATION. Consid6rons d'abord la suite de composition de Hn(A) for-

 mee par les DP" (p + q - n). On sait que D- /D EEi. Supposons
 alors que i _ n < j; si p $ an ou Cn, on aura par hypothese Er"' = 0, d'oui
 E"= 0. On a donc la suite exacte:

 O-- 'E' -+H.n(A) --"> O (i < n <j).
 Cherchons 'Ex ; pour cela, remarquons que la differentielle ds est nulle sur

 nE (s ? r) puisqu'elle applique ce groupe dans E"', ou' p = an - s, q -
 bn + s- 1, groupe qui est nul vu les hypotheses faites. I1 suit de la que nE,
 est le quotient de nE' par le sous-groupe forme des elements qui sont des bords
 pour les diff6rentielles ds . De meme, aucun 616ment $O de E" n'est un bord
 pour d,(s _ r), et on en conclut que 'Ef est le sous-groupe de nE"' forme des
 0l6ments qui sont des cycles pour les diffdrentielles ds . On peut donc ecrire la
 suite exacte:

 Er Hn(A) _- >Er(i < n < j).
 Quel est le noyau du premier homomorphisme? Nous avons vu que c'est le

 sous-groupe des 6l6ments qui sont des bords pour l'une des differentielles d,(s ? r).
 Supposons que i < n S j - 1; il n'y a alors que deux termes de E,, dont le
 degre total soit n + 1, et qui puissent ne pas 6tre nuls: n+lEf et n+lE;" . En
 outre, nous avons d6ji vu que les 6lements du premier groupe sont tous des
 d.-cycles. I1 en r6sulte qu'il existe au plus une diff6rentielle d. non nulle, celle

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:40:15 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 436 JEAN-PIERRE SERRE

 qui applique n+lE" dans 'E' , et qui correspond done a s = c+ - a,. On a
 done la suite exacte:

 n+1 Ett nE- H1,(A) (i < n ? j- 1).

 On etablit de meme la suite exacte:

 H, (A) nEr n-1E r ( + 1 < n _ j).
 En combinant les diverses suites exactes que nous avons obtenues, on trouve

 le resultat cherche.

 COROLLAIRE. Supposons que, pour tout n > 0, on ait E = 0 pour p + q
 = n et p $ an . Supposons en outre que an < a,,- + r pour tout n > 0. On a
 alors Hn(A) = Eanbn pour tout n ? 0.

 I1 suffit de poser c,- = a, + 1, dn =bn - 1, i = O, j = + o, et d'appliquer
 la proposition.

 Note. La proposition 3 est celle que l'on utilise habituellement pour obtenir
 une suite exacte 'a partir d'une suite spectrale. On en verra plusieurs exemples
 au Chapitre III.

 5. La suite spectrale-Cas de la cohomologie

 C'est le cas classique, pour lequel le lecteur pourra se reporter a [20] ol a

 [23]. Nous allons en r6sumer bribvement les points essentiels.

 Groupe diff~rentiel gradue a filtration decroissante.
 Soit (A*, d) un groupe gradu6 muni d'une differentielle d de degr6 +1. On

 dit que des sous-groupes A*P (p entier positif ou n6gatif) definissent sur A une
 filtration d6croissante si les conditions suivantes sont remplies:

 (1) nfA*P - 0, A*P D A*P+', d(A*P) C A*P.
 (2) Chaque A*P est somme directe de ses composantes homogenes.
 (3) Si x 5 0 est homogne, 0 < w(x) ? deg. x.

 (On a not6 w(x) la borne supdrieure des entiers p tels que x E A*?'). I1 r6sulte
 de (3) que A*? = A.

 La suite spectrale.

 On d6finit comme au n02 les groupes A*P, C0*Pq C*Pq Br*p q B*P'q D*')q,
 Er*P. Par exemple, C*P q est forme des 6l6ments x E A*P, homogenes et de degre
 p + q, tels que dx e A*P+r. On a:

 Er*PQ - Cr*P q(C*P+" -1 + B*P q) (r = 0,1, 1 .. , )

 Eo*op' = D*P qlD*P+l q-1

 0 = D *n+ll C D*nO C . .. C D*ln-l C D*0 n Hn(A*)

 La differentielle dr , obtenue par passage au quotient comme au nol, applique

 E*Pq dans E*P+rq-r+l; ses proprietes de degre sont done oppos6es 'a calles
 donnees au no2. On a encore H(E*) = E* La suite des (E*) est dite suite
 spectrale de cohomologie de A.
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 Les groupes difftrentiels R* et S*.

 On pose R* A A*/AA*1 Sp* = E'P'0 S* - S . Les resultats des no 2 et
 3 se transposent alors sans peine: on a des homomorphismes canoniques permis:

 S* + A*- R*, qui donnent lieu aux homomorphismes: H))(S*) - HP(A*) -
 HP(R*); la transgression dp:Ep*?P-l -* E*"? applique un sous-groupe de HP-i(R*)
 dans un quotient de HP(S*) pour p > 2; elle peut aussi etre obtenue par passage
 au quotient a partir des homomorphismes:

 HP-'(R *) 6-- HP(A *') +-- HP(S*);

 pour qu'un cocycle x de dimension p - 1 de R* soit transgressif (c'est-a-dire
 pour que sa classe de cohomologie appartienne a Ep*? '), il faut et il suffit
 qu'il existe a E A*, se projetant en x par l'homomorphisme A* - R*, et tel que

 da e Sp .

 Exemple.

 Soit A un groupe differentiel gradue a filtration croissante, verifiant (4').

 Posons 'A* = Hom (CA, G), oui G est un groupe abelien quelconque. Le groupe
 A*= >2 'A* est gradue par les "A* et peut etre muni d'une diff6rentielle d,
 transpos~e de celle de A.

 Si AP d6signe les sous-groupes d6finissant la filtration de A, appelons A*P
 l'annulateur de A'-'. On verifie ais6ment les propri6t6s (1), (2), (3).

 Structure multiplicative.

 Supposons que A* soit muni d'une structure d'anneau telle que:
 (a) Si x et y sont homogenes de degr6s p et q, x* y est homogene de degre

 p + q, et l'on a d(x y) = dx y + (-1)'x dy (on dit alors que d est une
 antid6rivation de A);

 (b) A*'- A *j C: A *'+j
 On voit alors tout de suite que l'on peut munir les Er* d'une structure d'an-

 neau, avec E*P qE*P' C E*P+P' q+q' et que les differentie]]es dr sont des
 antid~rivations des E* (pour le degre total).

 Si A* est associatif (resp. possede un element unite), il en est de meme des Er.

 Une suite exacte.

 Les resultats du no 4 se laissent egalement transposer sans aucune difficulte.
 Les hypotheses a faire sont exactement les memes, au remplacement pres des

 E, q par Er Nous continuerons a noter "E*' (resp. 'E*") le terme E*P""
 correspondant a p = an I q = bn (resp. p = cn , q = dn1). On a alors:

 PROPOSITION 3. Dans les conditions precedentes, on a une suite exacte:

 E*' H j(A '. Er" -j-gr . E . . Et(A) +- Er
 6. La suite spectrale attachee au revetement universel d'un espace

 Soit X un espace connexe par arcs, localement connexe par arcs, et localement
 simplement connexe; on definit a la fagon habituelle (Voir par exemple, Pontr-
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 jagin, Topological groups, no 46) son revetement universel T. Notts allons rap-
 peler quelques relations, dues a Leray et Cartan ([8], [3], [6]), existant entre

 I 'homologie de X, celle de T, et celle du groupe fondamental 11 de X.
 Definition du revetem-ent universel. Rappelons-la brievement: soit e E X un

 point fixe; T est l'ensemble des classes de chemins homotopes issus de e. Soit
 q e T, et h un chemin de la classe q; soit U un voisinage de l'extremite b de h,
 et designons par TVu 1'ensemble des classes de chemins obtenus en composant
 h avec un chemin issu de b et contenu dans U; par definition, les Vu forment un
 systeme fondamental de voisinages de q dans T. On verifie aisement que T,
 muni de cette topologie, est connexe par arcs, localement connexe par arcs,

 localement simplement connexe, et simplement connexe. Si a tout q E T, on fait
 correspondre 1'extre'mite commune b des chemins de la classe q, on definit ainsi
 une application continue p: T -> X, appelge projection de T sur X. Cette pro-
 jection est un homeomorphisme local, et ddfinit comme on sait un isomorphisme

 du groupe d'homotopie ir(T) sur le groupe d'homotopie iri(X) (i = 2, 3, * )

 Les operateurs dAfinis par HI sur T.

 Identifions II au groupe des classes de lacets en e; le groupe H opere alors

 canoniquement sur T; tout 6lment de H, autre que l'element neutre, definit
 un homeomorphisme sans point fixe de T sur lui-meme. I1 en resulte que I1
 opere dans le complexe singulier de T, done dans les groupes d'homologie et de
 cohomologie singulieres de T. En outre, tout simplexe singulier de X est image

 par la projection p d'un simplexe singulier de T, defini a une operation de 11
 pres. Autrement dit (avec les notations de [6]): Le complexe singulier de T,
 K(T), est ll-libre, et le complexe K(T)11 est isomorphe a K(X).
 (Rappelons que K(T)11 d6signe le quotient de K(T) par la relation d'equiva-
 lence qu'y ddfinit II).

 La suite spectrale.

 Ce qui pr6cede permet d'appliquer les r6sultats de [6], Exp. XII. On obtient
 ainsi:

 PROPOSITION 4. Soient X un espace connexe par arcs, localement connexe par
 arcs et localement simplement connexe, H - 7r1(X), T le revetement universel de
 , G un groupe abelien. 11 existe une suite spectrale d'homologie (Er) avec E' q =
 Hp(Hl, Hq(T, G)) dont le groupe terminal est isomorphe au groupe gradue' associe
 d H(X, G) convenablement filtre.

 LUne suite analogue existe en cohomologie.

 (Precisons que H,(H, H,(T, G)) designe le p-eme groupe d'homologie de II,
 au sens de Hopf-Eilenberg-MacLane-Eckmann, a valeurs dans le q-eme groupe
 d'homologie singuliere Hq(T, G), groupe sur lequel HI opere canoniquement,
 comme on l'a vu).

 COROLLAIRE 1. Si H est le groupe additif Z des entierg, et s'il opere trivialement
 sur Hi(T, k) pour tout i (k ddsignant un corps), alors Hi(X, k) est isomorphe a
 la somme directe de Hi(T, k) et de Hi-1(T, k).
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 Si H = Z opere trivialement sur un groupe abelien G, on sait que Ho(LI, G) =
 H1(1I, G) = G et HK(II, G) = 0 pour i ? 2 (ceci n'est rien d'autre, d'apres un
 theoreme de Hurewvicz [18], que l'homologie d'un cercle). Dans le terme E, de
 la suite spectrale de la Prop. 4 le degre, filtrant p ne prend que les valeurs 0 et

 1, et il s'ensuit que les differentielles d2, d3 , . sont nulles puisqu'elles abaissent

 ce degre de 2, 3, . unites. Le terme E., est done isomorphe a E2, et, pour le
 degre total i ne comporte que deux termes:

 Ho(I11 H(T, 7k)) = Hi(T, k) et H1(HT, Hi-1(T, k)) = H k1(T, k).

 Puisque les coefficients forment un corps, H(KX, k) est isomorphe (non canoni-
 quement) 'a son groupe gradue associe, d'ou le resultat.

 COROLLAIRE 2. Suipposons qwe r soit Un groupe d'ordre fini, opera'it trivialemeat

 sur HJT, k) pour tout i (k eltant un corps dont la caracte1'istiqcue ne divise pas
 l'ordre de I1). Alors:

 Hi(X, 1;) = Hj(T, k).

 On a H0,4I Hi(T, k)) = Hj(T, k), et Hj(FJ, Hi(T, 1k)) = 0 si j > 0 (c'est
 une consequence bien connue du "Japanese homomorphism"). On applique
 alors le corollaire a la Prop. 3.

 Note. Nous n'avons voulu donner que les deux resultats, tres elernentaires,
 dont il sera fait usage dans la suite. Ce sont des cas tres particuliers de resultats

 plus gentraux, pour lesquels nous renvoyons le lecteur a [6], Exp. XI, XII, XIII.

 CHAPITRE II. HOMIOLOGIE ET COHOTMOLOGIE SINGGULIERES DES ESPACES FIBRES

 1. Homologie singuliere cubique

 La theorie singuliere classique (Eilenberg [10]) utilise des simiplexes; dans la
 suite de ce chapitre, nous aurons besoin d'une definition equivalente, mais utilisant
 les cubes; il est en effet evident que ces derniers se pretent mieux que les sim-
 plexes a l'etude des produits directs, et, a fortiori, des espaces fibres qui en sont
 la generalisation.

 Passons en revue les differentes definitions et notations de la theorie cubique:

 Les cubes singuliers.

 Soit I le segment (0, 1), X un espace topologique. Un cube sin gulier de X a
 n dimensions est, par definition, une application continue a: I -*> X, ou, ce qui
 revient au meme, une fonctiQn continue u(x1, , . , x ,) (0 ? xi < 1) a va-
 leurs dans X. En particulier, un cube de dimension 0 est un point de X, un cub)e
 de dimension 1 est un arc trace dans X.

 Un cube u de dimension n est dit deyenere lorsque sa valeur ne depend p)as
 de x, : on a u(xi , X , Xn)-I (X1 , * * , Xn-1 , y,?) quelles que soient les valeurs
 prises par xi * Xn.. x Xn , Y, . Par exem ple, un cube de dimension 0 n'est
 jamais d6genere; tin cube de dimension I est degenere si et seulement si il est
 ponctuel.
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 On notera Q,1(X) le groupe libre admettant pour base l'ensemble des cubes
 singuliers de dimension n de X, Dn(X) le sous-groupe de Qn(X) engendre par

 les cubes d6g(neres, Q(X) (resp. D(X)) la somme directe des Qn (X) (resp.
 Dn(X)).

 L'operateur bord.

 Soit u un cube singulier de dimension n; nous allons definir certaines faces
 particulibres de u.

 Soit H une partie a p elements de l'ensemble { 1, * , n} et soit q = n -p;
 soit K le complementaire de H, et SOK l'application strictement croissante de K
 sur l'ensemble { 1, - * - q}. Si ? = 0 ou 1, nous definirons un nouveau cube singu-
 lier X4u, de dimension q, en posant:

 (Xu) (xi, , Xq) = U(y , Y.n)

 ou les yi sont donnes par:

 siiH, ye = ?

 si i e K, Yi = XK(i)

 Si H est reduit 'a un seul element i, on ecrit X' u au lieu de >X4,u.
 On a donc:

 ()U)(x1 , = U(X1 *, xi-1, 0, Xi Xn-1)

 (XU)(1, , = U(1 (xi, Xi-1, 1 Xi ,Xn-1)

 Ceci 6tant, nous appellerons bord du cube u de dimension n l'element de
 Q~nl(X) defini par:

 du = i (-1)t(Xsu - u).
 i=l

 La formule 6vidente:

 XS ? Xj = X ? 7; (i < j)

 entraine que ddu = 0. En outre, d applique Dn(X) dans Dn-i(X), car si u est
 un cube degenere, X4u l'est aussi pour i ? n - 1, et Xnu = X u. II en resulte
 que D(X) est un sous-groupe permis du groupe differentiel Q(X).

 Les groupes d'homologie et cohomologie cubiques.

 DEFINITION. Le groupe gradu6 a derivation C(X) = Q(X)/D(X) est dit
 groupe des chaines cubiques singulieres de h'espace X. Ses groupes d'homologie
 et de cohomologie 'a coefficients dans un groupe abelien G sont dits groupes
 d'homologie et de cohomologie cubiques de X a coefficients dans G.

 On notera Cn(X) le groupe Qn(X)/Dn(X); on a donc C(X) = E, Cn((X).
 Ce groupe admet une base, dont les elements correspondent biunivoquement
 aux cubes non degeneres de X de dimension n; c'est donc un groupe libre, ce
 qui permet de lui appliquer les theoremes classiques des coefficients universels.
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 Nous noterons CG (X, G) le groupe CG (X) 0 G, groupe des chaines singulieres
 cubiques de dimension n a coefficients dans G; le groupe d'homologie corres-

 pondant sera note HnL(X, G).
 Nous noterons Cn(X, G) le groupe Hom(Cn(X), G) des cochaines cubiques de

 dimension n a valeurs dans G. Une telle cochaine peut etre identifiee a une
 fonction, definie sur les cubes de dimension n de X, nulle sur les cubes d6generes,
 et a valeurs dans G. L'operateur de cobord sera note d; les groupes de cohomo-

 logie, H'(X, G).

 Multiplication des cochaines.

 Supposons que G soit un anneau, et soient f, g deux cochaines de X a valeurs
 dans G, de degres p et q respectivement. Soit u un cube de dimension p + q
 de X.; on va definir une cochaine de degre p + q, que l'on notera f. g, en posant:

 (f'g)(u) = Z PHKfGK(XKu)'g(XHu),
 H

 ou~i H decrit l'ensemble des parties a p elements de {1, * * , p + q }, K est le
 complementaire de H, et PH,K = (-1)V (v etant le nombre des couples (i, j)
 tels que i eH, j e K, j < i).

 On verifie aisement la regle habituelle de derivation:

 d(f-g) = df-g + (-1)Pf-dg.

 Si f et g sont toutes deux nulles sur les cubes degeneres, il en est de meme de

 fg. En effet, si u est un cube degenere, ou bien X? u est degenere, ou bien X' u.
 Si l'anneau G a un element unite, l'anneau des cochaines a un element unite

 (grace au fait qu'il n'y a pas de cubes dege'neres en dimension 0); si G est asso-
 ciatif, il en est de meme de l'anneau des cochaines.

 Ceci permet de definir l'anneau de cohomologie H*(X, G) - Hn(X, G).

 Coefficients locaux.

 Soit (Gx) un systeme local sur X au sens de Steenrod [30]. Rappelons que,
 si h est un arc dans X d'origine a et d'extremite b, on associe a h un isomorphisme
 Thde Ga sur Gb. En outre, Th ne depend que de la classe d'homotopie de h et
 satisfait a une condition evidente de transitivite. Si X est connexe par arcs,

 tous les Gx sont isomorphes, et le systeme local est entierement determinie
 par la donnee de h'un d'eux, Ga, et des automorphismes definis dans Ga par le
 groupe fondamental de X en a. .

 Les chaines cubiques sur X a valeurs dans le systeme local (Gx) sont les com-
 binaisons lineaires formelles de cubes u de X, le coefficient de u etant pris dans
 le groupe Gx ou' x est le "premier sommet" de u, c'est a dire le point
 x = u(O, , 0).

 Le bord de g u est donne par la formule:

 n

 d(g.u) = I (-1)t(T,,iX0(g) *Xu - Tsi,(g) -Xu),
 i=l
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 OU Tati designe l'isomorphisme attache au chemin t -> u(O, * * , te, 0, * , 0),
 ou tE est a la i-eme place. On remarquera que T,,,io(s) = g.

 On definit de facon duale les cochaines, et leur cobord. Quant au cup-product,
 il est donn6 par la formule:

 (f- 9) (U) = PH,Kf(XK U) TU,H 9(XHU),
 H

 OU TuH repr6sente l'isomorphisme des groupes de coefficients attach' au chemin
 XU,H de X, chemin defini par:

 xuju(t)= u(x1, * * *, Xp+q), avec xi 0 si ie K, xi = t si i e H.

 Comparaison avec la theorie singuliere classique.

 Soit Ln le simplexe affine type de dimension n, c'est a dire la partie de I'+'

 formee des systemes (yo, * , yn) avec 0 < yi < 1, et Efyi = 1. Les formules:

 Yo = 1-X1

 Yi = XI(1-X2)

 Yn-1 = XiX2 * Xn-1((1-x.)

 yn = X1X2 ... Xn-lXn,

 d6finissent une application fn de I' sur Ln .
 La famille des applications O,, permet de definir un homomorphisme 0 du groupe
 des chaines singulieres (au sens usuel) dans le groupe des chaines singulieres
 cubiques. On vWrifie par des calculs faciles que 0 commute avec le bord, et que
 son transpose est multiplicatif vis-a-vis du cup-product. I1 d6finit donc un
 homomorphisme des groupes d'homologie singuliere classiques dans les groupes

 d'homologie cubique, ainsi qu'un homomorphisme multiplicatif des groupes de
 cohomologie cubique dans les groupes de cohomologie singuliere classiques.

 On peut montrer que ces homomorphismes sont, en fait, des isomorphismes sur;
 nous ne le ferons pas ici, renvoyant le lecteur a un article d'Eilenberg-MacLane

 en preparation.
 I1 resulte de ceci que l'on peut appliquer a l'homologie cubique tous les re-

 sultats connus sur l'homologie singuliere. Citons en particulier ceci:

 Si G est un anneau commutatif, et si f e Hp(X, G), g E HQ(X, G), alors f-g =
 (-l)p'q-f (anticommutativite du cup-product).

 Dans la suite de cet article, nous dirons "homologie singuliere" et "cohomo-
 logie singuliere" au lieu de "homologie cubique" et "cohomologie cubique".

 2. Espaces fibres; definition et premieres proprintes

 Pour 6tablir les proprietes de la suite spectrale d'homologie des espaces
 fibres (ce qui est le but de ce chapitre), nous utiliserons exclusivement le the'oreme
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 de relhvement des homotopies pour les polyedres. Aussi le prendrons-nous comme
 d6finition:

 D?FINITION. Nous appellerons espace fibre le triple (E, p, B), oui E et B sont
 des espaces topologiques et p une application continue de E sur B verifiant la con-
 dition:

 (R)-Quelles que soient les applications continues f: P X I B, g: P -* E (ou'
 P de'signe un poly edre fini, et I le segment [0, 1]) verifiant pog(x) = f(x, 0) poua.r
 tout x e P, il existe une application continue h: P X I -+ E telle que poh = f et q~u#
 h(x, 0) = g(x) pour tout x e P.

 Exemples.

 1. Les espaces fibres localement triviaux (fibre-bundles) jouissent de la proprie'te
 (R). Voir, par exemple, [5], Exp. VIII.

 2. I1 en est de meme des fibre-spaces d'Hurewicz-Steenrod.
 3. Les espaces fibr&s principaux (au sens de [5], Exp. VII) dont le groupe struc-

 tural est tin GLG (au sens de Gleason) jouissent de la propriete (R).-
 4. On verra au Chapitre IV que les espaces de chemins ve'rifient la propriete

 (R) bien qu'iis ne rentrent dans aucune des categories prec6dentes.

 REMARQUE. B n'Wtant pas suppose separe, les ensembles p-'(b), b E B, ne sont
 pas n6c6ssairement fermes. D'autre part, la topologie de B n'est pas neCessaire-
 ment identique A la topologie quotient de E par la relation d'equivaience
 ddfinie par p.

 PROPOSITION 1. Soient (E, p, B) un espace fibre, A et K deuix pol!edres finis,
 contractiles, tels que A C X. On suppose donnees des applications continues f: X X

 B, g: A - > E, telles que pog(x) = f(x) pour tout x e A. Il existe alors tne applica-
 tion continue h: X -+ E, prolongeant g et telle que po h = f.

 Donnons d'abord deux lemmes, dont le premier est bien connu, et dont le'
 second se demontre aisement par recurrence sur n (le cas it = 1 n'etant qu'Une
 reformulation de la propriet6 (R)):

 LEMME 1. Un polyedre contractile esf t n retracte d( tout espace normal quti Ir
 contient.

 LEMME 2. Sup posons que X = A X IJn, A Ntant plongg dans X par P'acp-
 plication: a -+ (a, s), ou s est un point fixe de IP. La proposition I est vraie darts cc
 cas.

 D6montrons maintenant la Prop. 1. Soit Y l'espace X ou l'on a identifie
 l'ensemble A A un seul point y; plongeons Y dans un cube I" out n est un entier
 convenable (c'est possible parce que Y est de dimension finie); le point y vient,
 en s e I'. Nous designerons par j l'application X -- Y C I'n, et par r une re-
 traction de X sur A (qui existe d'apres-le lemme 1).

 L'application x -* (r(x), j(x)) plonge X homeomorphiquement dans A X I",
 et, par cette application, le point a i A vient en (a, s).

 2 Cela r6sulte d'un thdorerne de A. Borel (C. R. Acad. Sci. Paris, 230, 1950, p. 12416-
 1248) et d'un tfheoreme de P'auteur (Ibid., 230, 1950, p. 916-918).

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:40:15 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 444 JEAN-PIERRE SERRE

 D'autre part, X est un retracte de A X I' (lemme 1); ceci permet de prolonger
 f: X -> B, en f': A X I' -4 B. On peut alors appliquer le lemme 2, et l'on obtient

 une application h': A X I' E, prolongeant g et telle que poh' = f'. I1 n'y a plus
 alors qu'a prendre pour h la restriction de h' a X.

 REMARQUE. Reciproquement, on montre ais~ement que la propriete enoncee
 dans la Prop. 1 entraine la propri6te (R). Nous n'utiliserons pas ce fait dans la
 suite.

 APPLICATION. Soit F une fibre de E, c'est-a-dire un ensemble de la forme
 p-1(b), b E B. Un raisonnement bien connu, utilisant la Prop. 1, montre que la

 projection p definit un isomorphisme de iri(E mod. F) sur 7ri(B) pour tout i.
 D'oui la suite exacte d'homotopie:

 -* * * 7ri(F) -> 7ri(E) -* 7ri(B) -* 7ri_(F) -* iri-(E) * *

 3. Le systeme local forme par l'homologie de la fibre

 Soit x e E, et b = p(x) e B; nous designerons par F la fibre passant par x;

 autrement dit, F- p1(b).
 A partir de maintenant, et jusqu'a' la fin de ce chapitre, nous supposerons que

 B et F sont connexes par arcs. I1 en resulte immediatement que E est connexe par

 arcs, de meme que les autres fibres (utiliser la propriete (R)).
 Cette hypothese permet d'employer uniquement des cubes singuliers ayant tous

 leurs sommets en x (ou b), sans changer l'homologie de F, E, E mod. F, B.
 Cela resulte, par exemple, de l'isomorphisme entre la theorie cubique et la
 thelorie singuliere ordinaire. Ainsi, lorsqu'il sera question dans la suite d'un
 cube de E (resp. de B), il sera sous-entendu que ses sommets sont tous en x
 (resp. en b).

 Nous allons maintenant montrer comment le groupe 7r1(B) opere sur les groupes

 d'homologie de F. Pour cela, introduisons la notion suivante:
 DEFINITION. Soit (E, p, B) un espace fibre, v un lacet sur B dont les extremites

 sont confondues au point b. Une application C qui, d tout cube singulier u de di-
 mension n de F, fait correspondre un cube singulier C(u) de dimension n + 1 de
 E est dite une construction subordonnee a v si les conditions suivantes sont rem-

 plies:

 1. X C(u) = u.

 2. (po Cu)) (t, ti ** tn,) = v(t).
 3. C(QXu) = X,+1C(u) (? = 0, 1).
 4. Si u est degenere, C(u) est degenere.

 Soit Sc l'endomorphisme des chaines cubiques de F defini par: (Scu)
 (t, ... , t.) = C(u)(1, t1, * * , t.) (definition qui est licite parce que la condition
 4 est remplie).
 La condition 3 entraine que Sc(X'u) = X,(Scu), d'oui par recurrence sur le
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 nombre d'el6ments de H, Sc(X u) = X-(Scu). En particulier, Sc commute avec
 le bord: c'est un endomorphisme permis.

 LEMME 3. Pour tout lacet v, il existe au moins une construction subordown&e
 a v. En outre, si v1 et v2 sont deux lacets appartenant a la m~eme classe d'homnotopie,
 et si Ci et C2 sont deux constructions sitbordonnees d v1 et V9 respectivement, alors

 Sc1 et Sc2 sont homotopiquement equivalents.
 (La demonstration sera donnee au n?13)

 Soit v un lacet sur B, de classe d'homotopie a E 7r,(B), Cf une construction
 subordonnee a v, Sc I'endomorphisme permis qu'elle definit. L'endomorphisme

 Sc d6finit un endomofphisme des groupes d'homologie de F, endomorphisme
 qui, d'aprbs le lemme 3, ne depend que de a. Nous le noterons Ta.

 PROPOSITION 2. L'application a -> Ta est une representation de 7ri(B) dans te
 groupe des automorphismes de H(F).

 (Rappelons que wri(B) est muni d'une loi de groupe, obtenue par passage aut
 quotient 'a partir de la loi de composition des lacets, que nous noterons *, et
 dont on trouvera la definition au Chap. IV, nol).

 I1 nous suffit de montrer que Te = 1, et que TaoT3 = T,,*B. Pour voir que
 Te = 1, considerons la construction:

 (Cu) (tg tl I tn) = 01lX* tn,) e

 I1 est clair qu'elle est subordonnee au lacet reduit au point b, et que Sc(1) = it
 pour tout u. D'ouC Te = 1.

 Pour voir que TaoTo = Ta*o , soit v Ec a, v'f f; on a v * v'f a *f. Soient C et
 C' des constructions subordonnees a v et v' respectivement. On definit une cons-
 truction C" par la formule:

 - f(C'u)(2t, ti, tn) Si t < 112

 l(CEc t)(^9 -1, t1, t'.) si t _ I/2

 La construction C" est subordonnee au lacet v" = v * t". En outre:

 (Sct/u)(t1 , tn) = (C(Sc'u))(l t1, , tn) = (ScoSC 1')(tI, , tn).
 D'oui Scx = Sc o Se et Ta o To = Ta*O , cqfd.

 Nous avons ainsi montre que 7ri(B) opdrait canoniquement sur H(F); on
 peut de meme le faire operer sur H*(F), anneau de cohomologie de F. Ainsi,
 H(F) et H*(F) forment des systemes locaux sur B.

 PROPOSITION 3. Supposons que E soit un espace fibre locatement triviat donlt le
 groupe structural G soit connexe par arcs. Alors 7r,(B) opere trivialement sur H(F)
 et H*(F).

 Soit v un lacet sur B; nous allons determiner une construction C subordonnee
 a v, et telle que Scu = u pour tout u. Cela demontrera la proposition.

 Soit T l'espace obtenu en identifiant les points 0 et 1 de I; v d6finit une ap-
 plication v': T -- B. Soit E' l'espace fibre image reciproque de E par l'application
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 v' (Voir [5], VII et VIII); E' est un espace fibre de fibre F et de base T, et l'on
 a le diagramme commutatif:

 E' h E

 T -v B

 Comme G est connexe par arcs, E' est trivial, c'est a dire isomorphe a T X F.

 Si alors u est un cube de F, on peut d6finir dans E' = T X F le cube I X u,
 produit direct de l'application canonique I -* T, et de u: I" -* F. En posant
 C(u) = h o (I X u), on obtient une construction telle que Scu = u.

 Note. Une methode analogue 'a celle suivie ci-dessus permet de montrer (sans
 hypotheses de connexion) que les groupes d'homologie et de cohomologie des
 fibres d'un espace fibre (E, p, B) forment des systemes locaux sur B.

 4. Filtration du complexe singulier de E

 (Rappelons que F et B sont connexes par arcs, et que tout cube singulier sur
 E ou B est suppose avoir tous ses sommets en x, ou b).

 Nous allons filtrer le complexe A = C(E), complexe singulier cubique de
 E (forme des cubes ayant tous leurs sommets en x, d'apres ce qui precede).
 Nous obtiendrons ainsi une suite spectrale (Er) dont nous calculerons le second
 terme en fonction de l'homologie de B et de celle de F (Voir Th. 2); le terme

 EW de cette suite sera le groupe gradue associe au groupe filtre H(E).

 Definition de la filtration.

 Pour filtrer A = C(E), il suffit de filtrer Q(E) par des sous-groupes
 * TP C TP+1 C * * , et de prendre les images AP de ces sous-groupes dans A.
 DffinissOns TP C Qpq,(E) de la fagon suivante:
 TP 2 est engendre par les cubes de E, de dimension p + q, soient u, tels que le

 cube p o u, projection de u sur B par p, ne d6pende pas de ses q dernieres coor-
 donnees. Un tel cube u est donc caracterise par le fait que p(u(t1, * , tp+q))
 ne d6pend pas de t+1, , tp+q

 On pose:

 TP- TP' q
 q

 La filtration definie par les TP verifie visiblement la condition:

 (4') 0<w(x)<deg.x,

 lorsque x 5 0 est homogene.
 En outre, si u E TP, X4u E TP pour i quelconque, et, si i < p, on a

 meme X'u E Tn'. I1 suit de la' que les TP sont stables pour l'op6rateur bord,
 et, par consequent, les AP verifient toutes les conditions imposees aux nol et 2
 du Chap. I a une filtration.
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 Etude du terme En.

 Rappelons que Eo = A',4}A'', que Eo= E,,, et que chaque EO' est muni de
 la differentielle do obtenue par passage au quotient a partir de A". Ici, E' est
 donc isomorphe au groupe forme' des comnbinaisons line'aires de cubes u, tels que
 w(u) < p, modulo les combinaisons lineaires de cubes degeneres et de cubes tels que

 w(u) < p - 1.

 Si u est un cube tel que w(u) ? p, on a:

 dou = X' (-1)t(X ~u- u) dans E'
 i>p

 puisque X'u E T'- si i < p.
 Definissons maintenant deux operations B et F sur les cubes u f TP" : Bu

 sera un cube de dimension p de B, FEu un cube de dimension q de F, d6finis par
 les formules:

 Bu(tl, * = *,t, p o u(t, I ** tp, 1 ,?q (yj quelconques)

 Fu(t, ,t9) = u(O, O. t, I ta).

 (Pour un cube u donnen, il y a autant de cubes Fu, Bu que d'entiers p tels que
 w(?lt) ? p < deg. u; en toute rigueur, il faudrait donc indexer les operations B
 et F avec l'entier p; nous nous en dispenserons tant qu'aucune confusion ne
 pourra en resulter).

 Les proprietes essentielles de Bu et Fu sont les suivantes:

 1) Si w(U) ? p - 1, Bu est degenere.
 2) Si u est degenere et si q > 0, Fu est d~g~ndre; si u est degenere et si q = 0,

 Bu est degenere.

 3) B?4u = Bi, FX'u = V)p Fu si i > p, c = 01.

 Introduisons maintenant le complexe J, = C,(B) 0 C(F), muni de la dif-
 ferentielle dF definie par:

 dF(b O f) = (1)Pb 0 df.

 Definissons un homomorphisme p: E' J, en posant:

 (1) ,o(u) = Bu 0 Fu.

 Cette definition est compatible avec les passages au quotient qui ddfinissent
 E' grace aux proprietes 1) et 2) des operations B et F. En outre, la propriete
 3) entraine que dF o =P -p o do, autrement dit que sp est un homomorphisme
 permis.

 5. Calcul du terme E1

 11 resultera de la proposition suivante:

 PROPOSITION 4. L'homoinorphismne permis (:EO' -> J, , defini par la formule
 (1), est une equivalence de chaines.

 Nous allons construire un homomorphisme 4&:Jp -* EO7 permis, tel que
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 = 1, et que O c = h soit un operateur d'homotopie. La proposition en
 resultera evidemment.

 Construction de Vt.

 LEMME 4. A tout couple de ciubes (u, v), le premier de dimension p situe' dans B,
 le second de dimension q situe dans F, on peut associer un cube w = K(u, v) situe'
 dans E, de degre n = p + q, de filtration < p, et verifiant les conditions:

 1. B K(u, v) = u etF FK(u, v) = v.

 2. Pour tout i < q, on a: K(u, X'v) = X\+,K(u, v) (? = 0,1).
 3. Si v est degenere, K(u, v) est degenere.

 (La demonstration sera donnee au nfll).

 Posons 4V(u ? v) = K(u, v), considere comme e16ment de E'. Cette definition
 est compatible avec les passages au quotient d6finissant J, , car, si u est degenere,
 K(u, v) est de filtration < p - 1 d'apres 1., et, si v est degenere, K(u, v) l'est
 aussi d'apres 3.

 La propriete 2. entraline que 41 commute avec le bord, et la propri6te 1. que
 p o = = 1; il reste done simplement a verifier que: h = 1 1 est un operateur
 d'homotopie sur EP.

 LEMME 5. A tout cube u de E, de filtration < p et de dimension n = p + q,
 oil peut faire correspondre un cube Su de k, de filtration < p et de dimension n + 1,

 verijiant les conditions:

 1. B*Su = Bu

 2. Su(O, ... 1,0, t, X1, , xq) = u(0, ... , 0, x1 , , x).
 3. x0+,1Su = u et X4 ,Su = K(Bu, Fu).
 4. Pour tout i > p, on a: SXitu = X4+1Su ( = 0, 1).
 5. Si q > 0, et si u est degenere, S't est degenere.

 (La d6monstration sera donnee au n?12).

 Posons, pour ueEo': k(u) = (-1)'Su.
 Cette definition est compatible avec les passages au quotient qui delefili.iseult
 E' car:

 si w(u) < p - 1, w(Su) ? p - I (Propriete 1.)
 si u est degenere et si q > 0, Su est degenere (Propriete' 5.)
 si u est deg6n6re et si q = 0, w(Su) < p - 1 (Propriete 1.).

 Calculons alors doku + kdou:
 n+l

 doku = Z (-1)'+P(XASu - X'Su)
 ijp+1

 n+l n+l

 lkdot = X (-1)i+P( iXl - SXa) = S ( 1)i+P+l(X(. - ,
 ,-p+l i=p+2

 d'apres la Propriete' 4.
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 On a done:

 doku + kdou = (-1)2P+1(X+,1Su - X1+,Su) = K(Bu, Fu) - u = h(u)- u,

 ce qui montre que h est un operateur d'homotopie et acheve la demonstration
 de la Proposition 4.

 Soit maintenant G un groupe abelien, et filtrons le groupe A 0 G des chaines
 de E a coefficients dans G au moyen des AP 0 G. Le terme Eo de cette nouvelle

 filtration s'obtient en faisant le produit tensoriel de G et du terme Eo associe
 a la filtration de A (cela tient au fait que les AP sont facteurs directs dans A).
 La proposition 4 montre que le terme Eo ainsi obtenu est homotopiquement

 Equivalent a Cp(B) 0 C(F) 0 G = Cp(B) 0 C(F, G).
 Puisque Cp(B) est un groupe libre, les groupes d'homologie de Cp(B) 0 C(F, G)

 sont canoniquement isomorphes aux groupes Cp(B) 0 Hq(F, G), et l'on obtient
 ainsi:

 THEOREME 1. L'homomorphisme so de~fini par la formule (1) induit un iso-
 morphisme du terme E' q de la suite spectrale attachee a la filtration de C(E, G)
 sur le groupe Cp(B) 0 HQ(F, G), groupe des chaines singulieres de dimension p
 de B d coefficients dans le q-e'me groupe d'homologie singuliere de F a valeurs dans G.

 Plus brievement, nous ecrirons:

 (2) El = C(B, H(F)).

 REMARQUE. Le Th. 1 montre la signification des divers degres dont sont munis

 les termes de la suite spectrale: le degre filtrant est le degre-base, le degre comple-
 mentaire est le degre-fibre, et le degre total correspond au degre dans E.

 6. Calcul du terme E2

 Nous venons de voir que El etait isomorphe a C(B) 0 H(F, G); nous allons
 chercher en quoi se transforme la differentielle dl par cet isomorphisme. Cela
 nous permettra de calculer E2 = H(E1).

 Soit x = b 0 h E Cp(B) 0 Hq(F, G). Nous pouvons nous borner a examiner le
 cas oui b est un cube de B, de dimension p.

 Soit y un element de Cp(B) 0 Cq(F, G) qui soit un cycle de la classe d'homo-
 logie de x. Pour calculer d1x, nous procederons ainsi: nous considererons

 {(y) ,EEq et nous choisirons un element z E AP qui donne {t(y) par passage au
 quotient par AP-'. L'element dz est alors dans AP-1 et c'est un cycle. Nous pren-
 drons son image par l'homomorphisme y. Nous obtiendrons ainsi un cycle

 t E Cp-1(B) 0 Cq(F, G) dont la classe dans Cp-1(B) 0 HQ(F, G) sera 6gale a
 d1x.

 (Avant de donner le detail de ce calcul, observons que nous aurons besoin
 d'utiliser les homomorphismes sc, ,t, B, F, K, pour deux valeurs diff6rentes de p;
 aussi, pour eviter les confusions, mettrons-nous un indice supdrieur p, et 6crirons-
 nous BPU, KP(u, v), etc.).
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 Ecrivons d'abord un cycle m de la classe d'homologie de h sous la forme:

 m = a qgaUa I G, GUa cube de F. Onpeutdonc prendre y = b 0 m
 Sa gab 0 Ua, d'otA:

 z 9 gKP(b, Ua).

 On a:
 n

 dz 1) [X KP(b, ua) - KP(b, ua)].
 a, i-1

 Nous pouvons decomposer la somme pr6cedente en deux: i 5p + E i> P. Mais,
 si i > p, on a: XAKW(b, Ua) = KI(b, X1ipua) (e = 0, 1). Puisque m est un cycle,
 l'expression E a, ,i-l a(- 1)i(Xo Ua - X1 Ua) est une combinaison lin6aire de cubes
 ddgen6res de F. IlIen est done de meme de la somme partielle Es > p , et cette somme
 est donc nulle dans C(E). On peut alors ecrire:

 P

 dz = E (-1)qa[X??KP(b) uU) - X KP(b, ua)I.
 a, i-I

 I1 est bien clair que chacun des termes de la somme pr6c6dente est de filtration
 < p - 1, ce qui nous permet de calculer (op1-(dz) en appliquant l'op6rateur
 &P- & chaque terme de cette somme. Comme ppP-(u) = BP-'u 0 F"-lu pour
 tout cube u de filtration <_ p - 1, on doit consid6rer les cubes suivants:

 BP-'KeP(b, u,,) et FP-tpb )( P

 Le premier de ces cubes est visiblement 6gal A X'b; le second est defini par la
 formule:

 (FP-l'MK(b, ua))(xi, , xq) = KP(b, Uaf)(0, I 0, *, , , 0, Xi, I Xq)

 ou E est A la i-eme place.

 Pour interpreter cette formule, introduisons, pour tout b, tout i < p, e = 0, 1,
 la construction u C(u) definie par:

 C(u)(t, xi, *, X) = KP(b, u)(0, I 0, te, .0 * , 0, Xi I * I Xq).
 On v6rifie imm6diatement que l'on a bien une construction subordonnee au
 lacet v(t) = b(0, * * *, 0, te I 0, O , 0) oi te est A la i-eme place. Si nous notons
 SC,bi,e l'endomorphisme de C(F) attache a cette construction, on a donc;

 SCbie Ua = FP-'MKP(b, Ua),

 ce qui permet d'6crire:
 p

 t = S (-1)iga,(X b) 0 SC,b,iO Ua - (Xtb) 0 Sc,b,i,l UaI,
 ai-1

 Notons Tb,i,, l'automorphisme de Hq(F, G) defini par Scbi,, ; d'aprbs le lemme
 3, cet automorphisme ne depend que de la classe d'homotopie du lacet v(t) =
 b(0, *.* , 0, te , 0, *, 0). On a donc en definitive:

 p

 (3) d1x = ( 1)t(X~b 0 Tbi,oh - Xkb 0 Tb,i,lh).
 i-=1
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 Si le systeme local forme par HQ(F, G) sur B est trivial, cette formule se rdduit
 a la suivante:

 (3') dix = (db) 0 h.

 Dans le cas general, elle peut s'interpr6ter en disant:

 PROPOSITION 5. L'isomorphisme canonique induit par (o du groupe E" sur le
 groupe Cp(B) 0 Hq(F, G) transforme la diffrentielle di en i'operateur de bord
 naturel sur Cp(B), au sens des coefficients locaux que forment les HQ(F, G).

 On tire tout de suite de lM la valeur du groupe EP q puisque c'est le groupe
 d'homologie de E1 muni de la diff6rentielle d1, calcule en Ef l

 THEOREME 2. Soit (E, p, B) un espace fibre de fibre F et de base B connexes par
 arcs; soient G un groupe abelien, (Er) la suite spectrale attache'e au complexe filtre'
 C(E, G). Le terme E' q de cette suite est canoniquement isomorphe d Hp(B, Hq(F, G)),

 p-eme groupe d'homologie singulie're de B a valeurs dans le systeme local forme
 par Hq(F, G).

 Plus brievement, nous ecrirons:

 (4) E2 = H(B, H(F)).

 Note. Le thdoreme precedent est le pendant (pour la theorie singuliere) du
 r6sultat enonc6 par Leray dans [24], n?6, b (pour la theorie de Cech A supports
 compacts). On trouvera un resultat analogue (valable pour toute thdorie de
 l'homologie) dans [6j, Exp. IX. Dans les trois cas, les hypotheses a faire sur les
 espaces fibres consid6res ne sont naturellement pas exactement les memes.

 Signalons d'autre part que l'on peut etablir le Th. 2 sans supposer B, ni F,
 connexes. Nous ne l'avons pas fait ici, parce qu'il nous est plus commode de ne
 considerer que des cubes dont tous les sommets sont en un seul point: cela
 permet, comme on va le voir, de faire intervenir commodement l'homologie de
 F, de E mod. F, ainsi que les groupes d'homotopie de E, F, B.

 7. Proprietes de la suite spectrale d'homologie

 Commenqons par determiner les groupes differentiels R et S, definis dans le
 cas general au Chap. I, n?2: Le groupe differentiel R est forme, par definition, des
 6l6ments de filtration nulle. Or, pour qu'un cube u soit tel que w(u) = 0, il
 faut et il suffit que sa projection soit rdduite a un point. Comme tous ses sommets
 sont en x, c'est done qu'il est contenu dans la fibre F passant par x. Ainsi, le

 groupe R, est isomorphe a Cq(F, G).
 Le groupe differentiel S = E S, est la somme directe des E '?. Or, d'apres le
 Th.1, E`'0 est isomorphe a Cp(B) 0 Ho(F, G) = Cp(B, G). Le groupe S est donc
 isomorphe au groupe des chaines de la base. En outre, d'apres la Prop. 5, la
 diffdrentielle di de S correspond A la diffdrentielle naturelle de C(B, G). Enfin,
 l'opdrateur 7r: A -* S n'est autre que l'homomorphisme induit par la projection
 p: E -* B.

 On peut alors appliquer les r6sultats des no2 et 3 du Chap. I. On trouve ainsi
 les homomorphismes:

 H,(F, G) E?.- Hi(E, G)

 Hi(El G) tE~o? Hi(BI G),
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 les premiers etant sur, les seconds biiinivoqutes. Quant aux composes, ils sont
 definis par les applications continues: F E -> B.

 Le groupe E" = E22 est le quotient de Hi(F, G) par les 6lments qui sont
 des bords pour les differentielles dr successives (r ? 1).

 Le groupe E"0 = E"+1 est le sous-groupe de Hi(B, G) forme des elements qui
 sont (les cycles, pour les dr (r ? 2).

 La transgression.

 D'apres la Prop. 2 du Chap. I, elle a deux definitions 6quivalentes:

 (a) c'est la differentielle dn: E ?' > E-n-* . Si n > 2, cette diffdrentielle appli-
 que un certain sous-groupe de Hn(B, G) dans un certain quotient de Hn-l(F, G).

 (b) On considere les homomorphismes:

 Hr* (F, G) <- a Hn (E mod. F, G) P-* H, (B, G)

 et l'on definit. la transgression par passage au quotient, comme il a ete expliqu6
 au Chap. I, n?3.

 La deuxieme definition montre en particulier que E'l ? est l'image de

 Hn(E mod. F, G) dans Hn(B, G) par la projection. Ceci peut se traduire en
 disant qu'un cycle x de B est transgressif (c'est-a-dire appartient au domaine
 de d6finition de la transgression) si et seulement s'il existe une chaine y
 sur E, se projetant sur x par E B, et telle que dy soit une chaline de F.

 On peut egalement recopier le diagramme (I) du Chap. I, en y remplagant
 A par E, R par F, S par B. Nous nous boinerons 'a erire le diagramme suivant:

 rnO &It o~n- 1 I ~~~Ein En (I) H,(B, G) -* Hr(E mod. F, G) d 1171_(F, G)
 I 1~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

 7,(B) 0 G -r,(E mod. F) 0 G -' rn4(F) 0 G

 (On notera que H1 (F, G) E- E - est sur, et que E' ? -i Hn(B, G) est biltni-
 voquce.)

 Ce diagramme est commutatif parce que, d'une part, le sous-diagramme forme
 des deux lignes superieures est extrait du diagramme (I) du Chap. J, donc est
 commutatif, et, d'autre part, le sous-diagramme forme des deux lignes inferieures
 est connu pour etre commutatif.

 Comme l'homomorphisme: 7rn(E mod. F) Irn(B) est un isomorphisme sur,
 on voit que l'image de 7rn(B) 0 G dans Hn(B, G) est contenue dans E"'0. Autre-
 nent dit:

 Toute classe (1'homnologie spherique de B est transgressive.

 Un cas particulierement simple est celui oui E"O -* Hn(B, G) et
 <nOn-1 - Hrl (F, G) sont des isomorphismes sur. On peut alors ecrire simplement:
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 Hn (B, G) dn Hn-I(F7 G)
 (I') T T

 7rn(B) 0 G 2- n-I(F) 0 G

 La suspension.

 Dans le cas general, sa definition est analogue a celle donnee plus haut de la

 transgression (Voir Chap. I, n?3). Dans le cas particulier ou' Hn-l(E, G) =
 Hn(E, G) = 0, l'homomorphisme d :Hn(E mod. F, G) -> Hnl(F, G) est un
 isomorphisme sur, et la suspension z est definie par:

 z = p* 0o- a

 Le diagramme (I) se transforme alors en le diagramme:

 EnO d,, O~n-

 (II) 'P\
 Hn,(B7 G) 2;Hn-1(Fj G)

 Dans ce diagramme, dn est un isomorphisme sur, l'application: En'0 -? Hn(B, G)
 est biunivoque et a meme image que 2, et l'application: Hn-i(F, G) -> E+ n-
 est sur, et a meme noyau que I.

 8. La suite spectrale de cohomologie

 Soit A* le groupe des cochaines cubiques sur E a valeurs dans le groupe
 abelien G. On definit sur A* une filtration decroissante par le procede indique
 au Chap. I, n?5, Exemple: on appelle A*P le sous-groupe de A forme des co-
 chaines nulles sur les cubes de filtration ? p - 1.

 Les A' etant facteurs directs dans A comme on l'a deja remarque, il s'ensuit
 que le terme Eo*"' attache a la filtration de A* est isomorphe 'a Hom(E1 , G)
 ou Eo q designe le terme correspondant de la suite spectrale d'homologie. On
 peut donc identifier les elements de Eo q avec les fonctions, definies sur les cubes
 de E dont la dimension est p + q et la filtration < p, d valeurs dans G, et nulles
 sur les cubes degene'res et les cubes de filtration < p - 1.

 Introduisons le groupe J* = CP(B, C*(F, G)) = Hom(Jp, G); posons J* =
 , J*, les homomorphismes (p et 41 introduits aux n?4 et 5 definissent des
 homomorphismes transposes sp*: J* - E*, 4'*: E* > J*. Puisque p = 1,
 et que 4 o 'p = h est un operateur d'homotopie, on a VI* - p* = 1, et so* 0 V* =h*
 est un op6rateur d'homotopie. Il suit de la que Eo et J* sont homotopiquement
 equivalents. En particulier, so* et 4'* definissent par passage au quotient des
 isomorphismes reciproques de leurs groupes de cohomologie, ce qui montre que
 E*P"q est canoniquement isomorphe a CP(B, H'(F, G)).

 On montre par un raisonnement calque sur celui du n?6 que l'isomorphisme
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 * transforme Ia differentielle dl en l'operateur de cobord des cochaines de B
 a valeurs dans le systeme local form par H'(F, G). Par suite:

 PROPOSITION 6. Le terwe E*"' de la suite spectrale de cohomologie de l'espace
 Jibre (E, p, B) est canoniquem eat isomorphe a HP(B, H'(F, G)), p-eme groupe de
 cohornolo ie de B a valeurs dans le systeme local dJfini sur B par H'(F, G).

 Le resultat precedent ne presente pas un bien grand interet par lui-meme,
 etant simplement le "dual " du resultat dej a obtenu pour l'homologie. I1 est plus
 interessant (le connaitre les proprietes multiplicatives des (E*), et c'est ce que
 noous all ons etudier maintenant.

 Nous supposerons pour cela que G est un anneau commutatif, associatif,
 'a 6lment unite (le cas de deux systemes de coefficients accouple's sur un troisieme
 se traiterait de facon analogue). On peut alors munir le groupe A* des cochaines
 de E d'une structure d'anneau associatif a element unite (celle qui est definie au
 n'1). 11 est clair que la condition A*'.A*' C A*P'+ est verifide, ce qui permet
 d'appliquer les resultats du Chap. I, n05 et de munir les divers termes (Er*)
 (r = 0, 1, , x) d'une structure d'anneau par rapport a laquelle les dr soient
 des antidcerivations.

 Puisque H*(F, G) definit un systeme local d'anneaux sur B, on peut munir
 le groupe H(J*) = C*(B, H*(F, G)) d'un produit, que nous noterons v, qui
 est le cup-prodluct sur B a valeurs dans le systeme local H*(F, G). A partir de ce
 produit., on peut en definir un autre, note., par la formule:

 (5) f 9 = (- 1)"'Qf v 9 si f E CP(B, Hq(F, G)), g E Cp(B. HQ (F. G)).

 Pour expliciter davantage cette definition, il est commode de choisir des co-

 cycles f, g E J*, appartenant aux classes f et d. Comme tout element de J*, f
 peut etre identifie 'a une fonction f(v, w) de deux cubes, v E Cp(B), w E Cq(F),
 nulle si l'un d'eux est d6genere; de meme pour g.

 Au moyen de f et g, de'finissons un element k E J* par la formule suivante:

 (6) k(v, w) = (1)P' L,N PL,M PN,Pf(XoM V, XP W) - g(XLV, VIvLXN W),

 oui L decrit l'ensemble des parties a p elements de 1, , p + p', Ar l'en-
 semble des parties a q elements de t1, , q + q P = CN, MA = CL, oUi
 les symboles PL,M , IX , etc, sont ceux definis au no 1, et ou' 4, L designe un endo-
 morphisme permis des chaines de F qui, par passage a la cohomologie, definisse
 l'automorphisme de H*(F) correspondant au lacet Xv,L de B (avec les notations
 du no 1).

 Ii resulte immediatement de la definition du cup-product sur F et sur B,
 que k est un cocycle de J* dont la classe de cohomologie est

 fg E CP+ '(B. Hg+g (F. G)).

 Ceci pose, nous allons prouver le lemme suivant:
 LEMME 6. Les hornomorphisnmes * et A* definissent des isomnorphismes multi-

 plicatifs des anneax El et C*(B, H*(F, G)) (ce dernier etant muni du produit
 qui vient d'etre defini).
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 Comme nous savons deja que ,o* et 41* d6finissent, par passage a la cohomo-
 logie, des isomorphismes (additifs) reciproques, il suffira de verifier que, si f et

 g sont des elements de J*, alors l'el6ment k = 1/*(o*(f) .*(q)) est de la forme

 (6).
 Faisons cette verification. On a:

 k(v, w) = (p*(f) .*(g))(K(v, w))

 =-,H PH,RK $ (f)(X' K(v, w)) . o*(g) (Xg K (v, w)),

 ou H parcourt l'ensemble des parties 'a p + q 616ments de { 1, * , p + p' +

 q + q'}, et K = CH. Mais, Si H n {1, ,P + p'} a plus de p elements,
 X'K(v, w) est de filtration < p' et <p*(g)(?4K(v, w)) = 0; de meme, si H n
 11, - ,p + p'} a moins de p elements, ?4 K(v, w) est de filtration < p, et
 (,*(f)(XKK(v, w)) = 0. On peut donc se borner a considerer les parties H dont
 lintersection avec l'ensemble { 1, * - , p + p' } a exactement p 6l6ments. Une
 telle partie H correspond biunivoquement a un couple (L, N), oU' L est une

 partie a p elements de { 1, * *, p + p'}, et N une partie a q elements de

 1, ... , q + q'}. On designera par M et P les complementaires de L et N
 respectivement. Si u est un cube de E, de dimension p + p' + q + q' et de
 filtration < p + p', on a les identites suivantes:

 BX 0u = X) Bu, BXHu = X Bu, FX 0u = X pFu, FX1u = X 0 LXTU,

 ou X?',L designe l'operation consistant a remplacer les variables d'indices e M
 par 0, et celles d'indices e L par 1.

 Utilisant ces formules, on voit que:

 k(v, w) = 2H PHKf(BXKK(V, w), FXkK(v, w))-g(BX1K(v, w), FXHK(v, w))

 - EL,N PH,Kf(XMV, X? W) .g(XLV, X 1LK(V, X&W)).

 Si l'on compare cette formule a (6), on voit qu'il ne reste plus que deux points
 a etablir:

 (a) que PH,K = (-1)P PLMPNP, ce qui est immediat en remontant a la defi-
 nition de p a partir du nombre dWinversions.

 (b) que l'endomorphisme des chaines de F, d6fini par s -?> XMLK(v, s), est
 l'endomorphisme Sc associ6 a une construction C subordonn&e au lacet XU,L de
 B. Ceci se voit, comme au no 6, en definissant la construction C par la formule:

 C(s)(t, xi, , xq,) = K(v, s)(yi , , yp+p,, xi , xq,)

 ou y- = 0 si i e M, et yi = t si i e L.
 La demonstration du lemme 6 est donc achevee.
 THE'OREME 3. Soit (E, p, B) un espace fibre de fibre F et de base B connexes par

 arcs. Soit G un anneau commutatif, associatif, a element unite, et soit (E*) la
 suite spectrale attachee a la filtration de C*(E, G). Les termes E*(r ? 2) sont des
 anneaux associatifs, a element unite, verifiant la loi d'anticommutation par rapport

 au degre' total, et les differentielles dr en sont des antiderivations.
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 En outre, le produit de deux Wlnents f g E E' q est egql au produit
 par (- 1)"P de leur produnit en tant que classes de cohomologie sur B, d valeurs dans
 le syste'me lo,-al defini par i'anneau H*(F, G) (produtit v).

 Vu le lemrr.e 6, il ne nous reste a dernontrer que l'anticommutativite (il suffit
 d'ailleurs de le faire pour E*): Puisque H*(F, G) est un anneau anticommutatif,
 I'anneau E*, muni du produit v, verifie la loi:

 f v q = (-l)PP'+qq (g v f), Si f e E2*q, g EE*P q
 Commefg= (-l1)P'q(f V g) et g.f= ()Pq(g v f),on a:

 f (- I =+qI'pqI+qp I = (- 1)nn"gf
 (n = p + q, n' = p' + q'), cqfd.

 Note. Ce theoreme est le pendant, pour la theorie singuliere, du resultat
 enonce par Leray dans [24], no 6, i.

 9. Proprietes de la suite spectrale de cohomologie

 Ces proprietes etant duales de celles de l'homologie, nous nous bornerons
 a les e&noncer rapidement.

 a. Cohomnologie de la fibre.

 On a: E*?q = C'(B, H (F, G)) = H (F, G).
 Comme les elements de E* q(r ? 1) sont de degre-base minimum, aucun

 d'eux, a part 0, n 'est tin cobord pour dr . On a done une suite, d'homomorphismes
 biunivoques:

 q(F, G) = E*0q<- E*q . E*q = E*? = = F*Oq
 L'anneau E*' q s'identifie au quotient de H'(E, G) = D*? q par D*'1`, et, si
 l'on compose les homomorphismes:

 Hq (F, G) <-E*? q< Hq (E, G),
 on trou-e l'homomorphisme transpose de l'injection: F -+ E.

 On notera par ailleuirs que E20' = H?(B, H(F, G)) est identique au sous-
 anneau (le Hq(F, G) formen des e1ements laisses fixes par les transformations
 Ta , a E iri(B).

 b). Cohomnologie de la base.

 On a: E*?= HI'(B, H?(F, G)) = IHP(B, G).
 Comme les elements de E*`0 sont de degre-fibre minimum, ce sont tous des

 (4 cocycles (r > '2), d'o~t la suite d'homomorphismes sU?:

 HP (B, G) _ EW*'0 E E.'. . ..- E *41? = E* = - = E*
 I'anneau E*P() s'identifie au sous-anneau JD*P`0 de II'(E, G), et si lFon compose
 les homomorphismes:

 ll`(B, (r) -a 1-1 H(E, (C),
 on trouve 1'homomorphis-ne transpose cle la projection p:lJ -- B.

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:40:15 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 457

 c. La transgression.

 Elle applique un sous-groupe de H'-1(F, G) dans un quotient de H'(B, G)
 (n > 2). Elle peut etre definie, soit comme la differentielle dn E*?0 n-1 E* ?0
 soit par passage aiu quotient 'a partir des deux homomorphismes canoniques:

 H '(F, G) H (E mod. F, G) 4? H (B, G).

 En dehors des proprietes duales de celles deja vues en homologie, signalons
 ceci: La transgression (et aussi la suspension) commute avec les operations Sqt
 de Steenrod.

 Cela resulte par des raisonnements formels de la commutativite du diagramme:

 Hn-I(F G) H I(E mod. F, G) _ Hn (B, G)

 Sq{ Sq{ Sq{

 Hi+-I(F, G) Hi+H'(E mod. F, G) <- Hi+n(B, G)

 (G designe ici le groupe additif des entiers mod. 2). En particulier, le carre
 d'un el6ment transgressif de H*(F) est un element transgressif (en cohomologie
 modulo 2). (Bien entendu, des resultats analogues sont valables pour les "puis-
 sances reduites" de Steenrod.)

 10. Transformation du second terme des suites spectrales d'homologie
 et de cohomologie

 Dans ce n? nous supposerons que les systemes locaux formses sur B par les

 groupes d'homologie et de cohomologie de F sont triviaux. Comme on pourra
 s'en convaincre par la suite, c'est de beaucoup le cas le plus important pour les
 applications.

 Sous cette hypothese, nous allons montrer comment, dans certains cas, on
 peut remplacer les expressions deja trouvees pour E" q et E*P q par des expres-
 sions d'un maniement plus commode.

 a. Cas de l'homologie.

 Supposons que G soit un anneau principal (par exemple, l'anneau Z des en-
 tiers, ou bien un corps commutatif). Le groupe abelien C(E, G) peut alors etre
 muni d'une structure de G-module unitaire, ainsi que les groupes E" , D" q
 etc. En particulier, la formule E' q = Hp(B, Hq(F, G)) exprime un isomorphisme
 de G-modules. Appliquant alors la formule des coefficients universels, on trouve:

 E = Hp(B, G) 0 Hq(F, G) + Tor (Hp-,(B, G), Hq(F, G)),

 ou le produit tensoriel est pris sur l'anneau G, et oui le signe Tor d~esigne le pro-
 duit de torsion (ou "produit dual") de Cartan-Eilenberg [7].

 Puisque Tor (L, M) = 0 si L ou M est sans torsion, on a:

 PROPOSITION 7. Si Hp-1(B, G) ou Hq(F, G) est sans torsion, on a: E -
 Hp(B, G) 0 Hq(F, G), le produit tensoriel etant pris sur G.

 (On notera que la condition est toujours remplie si G est un corps).
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 b. Cas de la cohomologie.

 Supposons encore G principal, et soit Ml un G-module unitaire. On a un ho-
 morphisme canonique:

 t:Hp(B, G) 0 Al -* Hp(B, M)
 de'flni ainsi:

 Soit h 0 m E HP(B. G) 0 Al, et soit x(u) un cocycle de la classe h. L'application
 1 l* x(u) m est un cocycle sur B a valeurs dans M, dont la classe est, par defi-
 nition, t(h 0n m).

 Si N = Y 1q est une algebre graduee on definit ainsi un homomorphisme

 t:H*(B, G) 0 N - E HP(B, AMq).
 P,q

 Munissons le premier membre de la structure d'algebre produit tensoriel des

 structures d'algebres de H*(B, G) et de N, et le second de la structure d'alglbre
 ddfinie par le cup-product sur B, a valeurs dans l'algebre N (produit v du n?
 8); l'homomorphisme t est alors multiplicatif; il le reste donc quand on change
 les signes dans les deux membres, au moyen de la formule (5) (ce qui revient A

 munir le premier membre de la structure d'algebre produit tensoriel gauche des
 structures d'algebre de H*(B, G) et de N).

 Ceci etant, donnons deux conditions suffisantes pour que t soit un isomor-
 phisme sur:

 a. A1 est libre de type fini.

 Les deux membres dependant additivemerit de M, il suffit de vWrifier notre

 affirmation lorsque M = G, auquel cas le resultat est imm6diat.

 f. Hp-1(B, G) et Hp(B, G) sont libres et H,(B, G) est de type fini.

 Puisque Hp-1(B, G) est libre, on peut identifier HP(B, G) au module
 Hom (Hp(B, G), G) et H'(B, M) a Hom (Hp(B, G), M), d'apres la formule des
 coefficients universels en cohomologie. L'homomorphisme , se transporte alors
 en l'homomorphisme canonique:

 L':Hom (Hp(B, G), G) 0 M -+ Hom (Hp(B, G), M).

 Puisque Hp(B, G) est libre de type fini, on peut supposer, a cause de l'additivite
 des operations 0 et Hom, qu'il est isomorphe h G lui-mdme, et, dans ce cas, le
 resultat est immediat.

 Appliquons ce qui precede au cas ou1 Mq= H(F, G). On obtient:
 PROPOSITION 8. Soit G un anneau principal; pour que lValgebre E*, second

 terme de la suite spectrale de cohomologie de l'espace fibre E, soit isomorphe au
 produit tensoriel gauche (sur G) H*(B, G) 0 H*(F, G), il suffit que l'une ou l'autre
 des deux conditions suivantes soit remplie:

 a. H'(F, G) est un G-module libre de type fini pour tout q > 0,
 H. (B, G) est un G-module libre de type flni pour tout p > 0.

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:40:15 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 459

 (Rappelons que ce resultat n'est applicable que si le syste'me local forme par
 H'(F, G) sur B est trivial pour tout q > 0).

 Si G est un corps, on peut enoncer ainsi les conditions a et ,B:

 a. H'(F, G) est de dimension finie sur G pour tout q _ 0,
 3. H'(B, G) est de dimension finie sur G pour tout p > 0.

 Note. Il y a ici une difference importante avec la theorie de Leray: dans cette

 derniere, si les coefficients sont pris dans un corps, et si le systeme local de co-
 homologie de la fibre est trivial sur la base, le terme E* est toujours isomorphe
 a H*(B) 0 H*(F). Cela tient au fait que Leray utilise une cohomologie a sup-
 ports compacts.

 11. Demonstration du lemme 4

 Le reste de ce chapitre est consacre' A la demonstration des lemmes 3, 4, 5;
 nous commencons par le lemme 4.

 La demonstration procede par recurrence sur l'entier q.

 Premiere partie-q = 0.

 Le cube v est donc r6duit au point x et le probleme est le suivant: Rtant don-

 nee une application u:I" -> B, qui envoie tous les sommets de FP en b, trouver
 une application w: P >- E, qui envoie tous les sommets de IP en x et qui soit
 telle que poW = u.

 Posons X - FP, et A = co} (w, dans toute la suite, ddsignera le point
 (0, *.., 0)). En appliquant la Prop. 1 au couple (X, A), on trouve une appli-
 cation w': IP - E, telle que pow' = u et que w'(w) = x. Soient sa les differents
 sommets de IP, et posons fa = w'(sa); on a fa. e F, et, puisque F est connexe par
 arcs, il existe des applications ga:I -> F, telles que Ua(O) = f'e et g9a(l) = X.
 Nous allons utiliser ces chemins pour d6former le cube w' en un cube w de meme
 projection et dont tous les sommets seront en x.

 Pour cela, posons X-=I 2 X I, A = FP X {0} u {5 u } X I. On voit tout de
 suite que A est contractile. Avec les notations de la Prop. 1, nous definirons

 f:I X I- B par:f(x1, * xp,,t) = u(x1, ,xp) et g:A- E de la facon
 suivante:

 sur IP X 10} par g(xi , * ,xp ,O) = w'(xi,* ,xp)
 sur {s,, X I par : g(sa ; t) = gqt(t).

 Appliquant alors la Prop. 1, on trouve une application h: IP X I -* E qui
 prolonge g et est telle que poh = f. Le cube w:IP -* E, defini par w(x) = h(x; 1)
 repond alors a la question.

 Deuxieme partie-passage de q- 1 a q.

 On suppose que q > 1 et que, pour tout q' < q, on a construit une fonction
 K(u, v) v6rifiant les conditions 1.2.3.; il s'agit de construire K lorsque v est de
 dimension q.
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 Premier cas: v est degenere.

 Le cube v ne depend done pas de sa derniere variable. Soit v' le cube de di-
 mension q - 1 defini par:

 v'(xi, * -, Xq~i) = v(x ... , xq). On notera que v' = X~v = X'v. Definissons
 alors K(u, v) par la formule:

 K(u, v)(xi, , x.) = K(u, v')(xi , * , )

 D'apreIs sa definition meme, le cube K(u, v) est degenere; reste a montrer
 qu'il verifie les conditions 1. et 2.:

 BK(u, v) (xi, * , xp) = poK(u, v)(xi , * * *, xYi,* yq)

 = poK(u, v')(xi , -,Ixp , Y1' * * * Yq-1)

 = U (xi, *. * *xXp),

 FK(u, v)(xi , , xq) = K(u, v) (0, * -0 Xi * , Xq)

 = Ki(u, v')(O, I 0, xi , .., .xqi)

 = V'(Xl , *-- - Xq-1) = v(x1 * Xq).

 La condition 1. est donc bien verifiee.

 Pour calculer X4?pK(u, v) nous distinguerons deux cas:

 i = q - Xe+,K(u, v)(xi, * Xn-) = K(u, v)(x1 , * . , ,

 = K(u, v') (x , * -, )

 = K(u, X4 v) (xi, * ,-- )

 puisque v' = Xqv;

 i< q -

 XK+pK(u, v)(xi , X.n-) = K(u, v)(xi, *, x, , Xi+p ... , xn1)

 = K(u, v')

 (Xi 7 .. * Xi+p-1 7 Cy Xifp 7 .. * Xn-2)

 = ;4? K(u, v')(xi , . -2)

 = K(u, Xiv') (xi , * ** , ;

 nmais d'autre part, le cube X'v est degenere puisque i < q, et on a:

 K(u, Xev)(xi, x. -) = K(u, X'V)(xi * Xn-2 , .)

 X n_ iK(u, X, v) (xi, Xn 2)

 = K(u, X?_piX')v)(x * Xn-2),

 Or X-'piXeXv = -'_,Xv = X~X'v = X' v', ce qui acheve la verification de la
 propriete 2.
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 Deuxieme cas: v n'est pas dege'ere'.

 Nous allons transformer le probleme de la construction du cube w = K(u, v)

 en un probleme de relvemerit d'application, probleme que nous resoudrons au
 moyen de la Prop. 1.

 Posons X = JP X jq, A = jco X I" u J1 X D(JP), oui D(1Q) designe la fron-
 tiere de 1'. L'ensemble A4 est contractile, car il est visiblement retractile sur

 jw} X u Uwl X D(Jq) = tI} X I".
 Definissons alors f:X -> B par:

 f(xi, ,xp, y, ,yq) = tu(xi, ,xp);

 d6finissons g:A - E de la faqon suivante:
 sur I} IX 'par: g(O, *, , y, * , Yq) = v(y, , Yq)
 sur IP X D(J) par: g(x1, *,xzp, y', **, , * ,Yq-i) =

 Kt(u, X')(xi x) ()1 *i ,p l Yq-1)*
 Admettons pour un instant que i'application g ainsi definie soit continue; on
 peut alors appliquer la Prop. 1, et on en tire l'existence d'une application w: X -L
 E, prolongeant g, et telle que pow = f. I1 est clair que w est un cube qui remplit
 les conditions 1. et 2.; en outre, puisque q _ 1, tous les sommets de IP X P
 sont contenus dans IP X D(JP) et sont donc appliques en x (car K(u, X'iv) est
 lui-rneme un cube dont tous les sommets sont en x, d'apres lYhypothese de re-
 currence).

 I1 nous reste simplement a montrer que l'application 9 est continue, c'est-h-
 dire que les diverses definitions de g, donnees sur certaines faces du cube P X I
 sont compatibles sur les intersections de ces faces deux 'a deux.

 Compatibilite- sur ( 1w} X I') n (IP X D(I')).

 Consid~rons le point (0, ... ,* , yO , ... , Yj-1 , C, yj , yq_-). Les deux
 definitions de g en ce point sont les suivantes:

 V(y1 Yi-1 , I, yi , l) = X(I1, *-, yqi)

 et:

 K(u, X)v)(O, , 0, yO , , yq-i) = FI((u, X'v)(y1 , , 1).

 Mais d'apres l'hypothese de r6currence, on a bien: X'v = FK(u, ?jv).

 Compatibilite sur IP X D(I).

 Considerons le point (xi , ,Xp, y1,i , Ie, ... C', , qq2), Ou c est a
 la i-eme place et ' a la i'-eme (i < i'). Les deux definitions de g en ce point
 sont les suivantes:

 c(u,7 Xpv)(x1 , , Y* * , C, , 8 * * * * * * ?JqY2-.2) = XA',IK(u, X_.-p)(x1, * * * _
 K(u, XW pv)(xi , , xP, , , , , yq2) = XiK(u, Xi--V)(X1 * q-2)-

 Mais d'apres l'hypothebse de recurrence, on a:

 XtI1K(u, X? pv) = K(u, X _plV zpv)
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 et

 XAK(u, Xep v) = K(u, Ae pXip v).

 L'identite des deux definitions de g resulte alors de l'egalite:

 La--demonstration du lemme 4 est done achevee.

 12. Demonstration du lemme 5

 La demonstration etant tout a fait analogue a celle du lemme 4, nous en in-
 diquerons seulement les points essentiels.

 Nous raisonnerons par recurrence sur l'entier q.

 Premiere partie-q = 0.

 PosonsX = IP X Iet A = (IP X {0}) u (IP X {1})u ({coI X I). Il est clair
 que A est contractile.

 Definissons alors f:X -* B par f(x; t) = pou(x), x e IP, et g:A -* E de la
 facon suivante:

 sur IP X {O } par: g(x; 0) = u(x)
 sur FP X { 1 } par: g(x; 1) = K(Bu, Fu)(x)
 sur {w} X I par: g(co; t) = x.

 Ces applications sont compatibles et d6finissent donc une application g qui
 est continue. En utilisant alors la Prop. 1, on obtient une application h: IP X I

 E, prolongeant g, et telle que poh = f. Nous poserons Su = h.

 Deuxieme partie-passage de q - 1 d q.

 Premier cas: u est degenere.

 Soit u' = X 0u = XA u. On pose: Su(x1, ***, +l) = Su'(x, *, xn), et on
 vdrifie aisement, compte tenu de l'hypothese de recurrence, que le cube obtenu
 v6rifie toutes les proprietes requises.

 Deuxieme cas-u n'est pas degenere.

 Posons X = IF X I X P, et:
 A = (IP X {0} X I9) u (IP X {i} X F') u (IP X I X D(Ig)) u ({c} X I X P).
 On verifie que A est contractile, puis on delfinit f: X -+ B par: f(x; t; y) = Bu(x),
 et g:A -* E de la fa on suivante:

 sur IP X {0} X F': g(x; 0; y) = u(x; y)
 sur P X {1} X F: g(x; 1; y) = K(Bu, Fu)(x; y)
 sur IP X I X D(I'): g(x; t; y, , Yi-i, E, ., yq-i) = SX'p+ju(x; t;

 Yi, I, Yq-)
 sur {co} X I X F': g(co; t; y) = u(cw; y) = Fu(y).

 I1 r6sulte de l'hypothese de recurrence que ces diverses definitions sont com-
 patibles, ce qui permet d'appliquer la Prop. 1 et d'obtenir une application
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 h:X -X E, prolongeant g, et telle que poh = f. En posant Su = h, on obtient
 tin cube quli verifie visiI)lement toutes les proprietes requises.

 13. Dernonstration du lemme 3

 Soit v un lacet sur B; posons C(u) = K(u, v), K etant l'application dont le
 lemme 4 etablit 1'existence.

 La propriete 1. de l'operation K signifie que C verifie les proprietes 1. et 2.
 d'une construction subordonnee a v; la propriete 2. de K signifie que C ve'rifie
 la propriete 3. d'une construction; la propriete 3. de K signifie que C verifie la
 propriete 4. d'une construction. L'existence d'au moins une construction est
 done etablie.

 Pour montrer la dettxieme partie du lemme 3, nous utiliserons le lemme suivant:
 LEmIME 7. Soit h: 12 -* B mn cube de dimnension 2 de B tel que h(O, t') = h(1, t') =

 b pour tout t' EI. Posons !v(t) = h(t, 0), v2(t) = h(t, 1); v1 et v2 sont donc des lacets
 homotopes de B. Soient C1 et C. deux construictions subordonnees aux lacets v1 et
 v., respectivement. Pour tout cube a de dimension n de F, il criste alors un cube de E,
 Ha, de dimension n + 2 et de filtration < 2, tel que:

 1. BHu = h

 2. X0Hu(t, yi, . . uy, yy! -(y1, . .,)
 3. X" Hu Ciu; X Hu = C2u
 4. HXAu= M2+Hu (e = 0, 1, 1 < i < n)

 5. Si u est delqrgen6, Hit 'est aussi.

 Admettons pour un instant ce lemme, et considerons les endomorphismes
 SC, - S1, SC2 = S2 , definis par les constructions C1 et C2 comme il a ete dit
 au n? 3. Soit k(u) l'endomorphisme de degre +1 des chaines de F defini par:
 k(u)(t, xi , x,,) = Hu(1, t, xi , x.,).
 Si 1'on calcule dku + kdu, on trouve:

 dku + kdu = S2a - Siu, ce qui montre bien que Si et S2 sont homotopiquement
 equivalents.
 Il nous reste done simplement h donner la

 Demonstration du lemme 7.

 Comme elle est tout A fait analogue 'a celle du lemme 4, nous nous bornerons
 a en donner les points essentiels.

 On raisonne par recurrence sur 1'entier n.

 Premiere partie-n = 0.

 Le cube u est donc le cube ponctuel reduit au point x. Le cube Hu sera un
 cube de dimension 2 de E.

 Posons X = 12, A = (I X {01) u (I X {l1) 0 ({0} X I); A est contractile.
 Definissons f:X B par: f = h.
 Definissons g:A E de la maniere suivante:

 sur I X t0}: g(t, 0) = Ciu(t)
 sur I X I1I: g(t, 1) = C'21(t)
 sur 10} X 1: g(0, t') = x.
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 On peut alors appliquer la Prop. 1 et l'on obtient une application w:X - E,
 telle que pow = f, et qui prolonge g; on pose Hu = w.

 Deuxieme partie-passage de n - 1 a n.

 Premier cas-u est degernere'.

 Si u' = Xcnu = X on pose:

 Hu(t, t', X Xi** Xn) = Hu' (t, t', Xi Xn-i) I

 et l'on verifie aisement, compte tenu de l'hypothese de recurrence, que le cube
 Hu ainsi construit possede les proprietes requises.

 Deuxieme cas-u n'est pas deenere'.

 Posons X = j2 X In et:

 A = (I X {0} X I-) u (I X {iI X In) u ({O} X I X I-) u (I X I X D(I-))
 On verifie que A est contractile.

 On definitf:X -> B par f(t, t', x1, *, xn) = h(t, t') et g:A -* E de la facon
 suivante:

 sur I X {O} X In: g(t, 0, x1,.. *,x) = Clu(t, xi, ,xn)
 sur I X 1} X In: g(t, 1, Xi * ** X.) = C2u(t, X1 * X*n)
 sur {O} X I X In: g(O, t, x, , ... x Xn) = u(X , x,)

 sur I X I X D(I): g(t, t', x , , , * , = H u(t, t', x., *
 Xn-1) -

 I1 resulte de l'hypothese de recurrence que ces diverses d6finitions sont com-
 patibles, ce qui permet d'appliquer la Prop. 1 et d'obtenir une application
 w:X --> E, prolongeant g, et telle que pow = f. En posant Hu = w, on obtient
 un cube qui ve'rifie les proprietes requises.

 Ceci acheve la demonstration du lemme 3.

 Remarque importante.

 Dans le cas des espaces fibres localement triviaux, on peut donner des demon-
 strations beaucoup plus courtes des lemmes 3, 4, 5, 7. Pour cela, soit u I" -> B
 un cube singulier de B, et introduisons l'espace fibre E' image reciproque de E
 par l'application u (Cf. [5], Exp. VII et VIII). I1 suffit alors de faire dans E'
 les constructions exigees dans les lemmes en question, ce qui est tres facile, vu
 que E' est le produit direct de IP par F, d'apres un theoreme de Feldbau.

 CHAPITRE III. APPLICATIONS DE LA SUITE SPECTRALE DES ESPACES FIBRES

 Ce chapitre rassemble quelques applications simples de la suite spectrale des
 espaces fibres. Les resultats qui s'y trouvent sont, pour la plupart, connus, mais
 sous des hypotheses differentes, et inapplicables aux espaces de lacets. Aussi
 avons-nous du' en reproduire les demonstrations.
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 Notations

 Dans tout ce qui suit, (E, p, B) designera un espace fibre (au sens du Chapitre
 II,1 n 2) de fibre F et de base B connexes par arcs. Les termes de la suite spectrale
 de cohomologie de E seront notes EpV (au lieu de E*") lorsqu'aucune confusion
 avec l'homologie ne sera a craindre; cette convention sera egalement utilisee
 dans les chapitres suivants.

 1. Premiere application

 PROPOSITION 1. Soit A un anneau principal, et supposons que le systeme
 local forme par Hi(F, A) sur B soit trivial pour tout i. Alors, si deux des trois

 espaces E, F, B jouissent de la propriete que leurs groupes d'homologie a valeurs
 dans A sont des A-modules de type fini en toute dimension, le troisieme espace
 jouit de la mbne propriete.

 (Rappelons qu'un A-module est dit de type fini s'il est engendre par un nombre
 fini d'e'lelments).

 (a) Supposons d'abord que les deux espaces en question soient B et F. Chaque
 module E" = Hp(B, Hq(F, A)) est alors de type fini d'apres la formule des
 coefficients universels (Chap. II, n?10). Puisque E3 est isomorphe au module
 d'homologie de E2, muni de la differentielle d2, E" q est aussi de type fini, et de
 meme E" * , etc. I1 en resulte que Ep+q=n EP module gradue associe
 a Hn(E, A), est de type fini, donc aussi Hn(E, A).

 (b) Supposons que les deux espaces en question soient E et B. Nous allons
 montrer que Hi(F, A) est un A-module de type fini par recurrence sur l'entier
 i, a partir de i = 0. Supposons que Hi(F, A) = Eo" ne soit pas de type fini;
 alors E3'i ne sera pas non plus de type fini. En effet, EoY' est isomorphe au quo-
 tient de E? par l'image de la differentielle d2: E" 9 - E?, i, et cette image est de
 type fini puisque E2 't = H2(B, Hi-,(F, A)) est lui-meme de type fini d'apres
 l'hypothese de recurrence. On montre par le meme raisonnement que E i,
 Ei , n'est pas non plus de type fini. Mais ceci est absurde, car, en prenant
 r assez grand, Ero" est isomorphe a un sous-module du module gradue associe
 a Hi(E, A), donc doit etre de type fini, d'apres l'hypothese faite sur E.

 (c) Supposons enfin que les deux espaces en question soient E et F. Nous
 allons montrer que Hi(B, A) est un A-module de type fini par recurrence sur
 l'entier i, a partir de i i 0. Supposons que Hi(B, A) = E" ne soit pas de type
 fini; alors il en est de meme de E3'?, car ce module est isomorphe au noyau de la
 differentielle d2: EV0 -* Ei-2', et ce dernier module etant isomorphe 'a
 H1(F, A)) est de type fini d'apres l'hypothese de recurrence. On montre par le
 meme raisonnement que E~0, . , Er, ?--... n'est pas non plus de type fini.
 Mais ceci est absurde, car, en prenant r assez grand, Er est isomorphe a un
 sous-module du module gradue associe 'a Hi(E, A), donc doit etre de type fini,
 d'apres l'hypothese faite sur E.

 REMARQUE. Supposons que A soit un corps, et designons par bi, fi, ei les
 dimensions des espaces vectoriels (sur A) Hi(B, A), H%(F, A) et Hi(E, A)
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 respectivement. La partie (a) de la demonstration precedente montre que l'on a
 l'ine'galite':

 e, < E bpfq.
 p+q=n

 On trouvera dans [24], outre l'inegalite precddente, des inegalites relatives
 aux cas (b) et (c).

 2. Caracteristique d'Euler-Poincare des espaces fibres

 Soit k un corps commutatif, et continuons a noter ej, bi, fi les dimensions
 des k-espaces vectoriels Hi(E, k), Hi(B, k), Hi(F, k). Si ces nombres sont finis
 pour tout i, et nuls pour i assez grand, on peut definir les caracteristiques d'Euler-
 Poincare de E, B, F (que nous noterons x(E), x(B), x(F)) par les formules
 habituelles:

 x(E) = Z (-1)tei, x(B) = (-1)Ybi, x(F) = x (-1)'f
 i i i

 On a alors (Cf. [24], Corollaire 9.1):
 PROPOSITION 2. Soit k un corps commutatif, et supposons:

 (a) que le systeme local forme par Hi(F, k) sur B soit trivial pour tout i > 0O
 (b) que les nombres bi , fi soient finis pour tout i et nuls pour i assez grand.

 Dans ces conditions, les caracte'ristiques d'Euler-Poincare de E, B, F verifient
 la relation: x(E) = x(B)x(F).

 Nous pouvons definir les caracteristiques d'Euler-Poincare des divers termes
 E2, , E,, de la suite spectrale, puisque ce sont des espaces vectoriels gradues
 (par le degre total) et de dimension finie (puisque E2 = H(B, k) 0 H(F, k) est
 de dimension finie).

 Cette derniere propriet' entraine que les dr sont nuls pour r assez grand, done
 que Er = E. pour r assez grand. On a done: x(E) = x(Eoo) = x(Er), pour r
 assez grand.

 D'autre part, x(E2) = x(H(BI k) 0 H(F, k)) = x(B) x(F).
 Enfin, puisque Er,+ est l'espace vectoriel d'homologie de Er muni d'une

 differentielle de degre -1 (pour le degr6 total), un raisonnement classique
 montre que x(Er+l) = x(Er). On a done en definitive:

 x(B) x(F) = x(E2) = x(E3) = ... = x(Er) = ... = x(E.) = x(E), cqfd.
 REMARQUE. Si B est un polye'dre fini, la condition (a) est superflue. En effet,

 on a de toutes fagons x(E) = X(E2); mais E2 = H(B, H(F, k)) est le groupe
 d'homologie de E' = C'(B, k) 0 H(F, k), ouf C'(B, k) designe l'espace vectoriel
 des chaines simpliciales de B a coefficients dans k. Vu l'hypothese faite, C'(B, k)
 est de dimension finie, et l'on a: X(E2) = x(El) = x(C'(BI k)) -x (F) = x(B) x(F),
 ce qui etablit le rdsultat annonce.

 Par contre, dans le cas gdndral, j'ignore si la condition (a) est superflue ou non.

 3. Fibrations des espaces euclidiens

 PROPOSITION 3. Soit k un corps et supposons que le systeme local forme' par
 Hi(F, k) sur B soit trivial pour tout i > 0. Supposons en outre que H,(B, k) = 0
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 pour i > p, et que Hi(F, k) = 0 pour i > q. Alors Hj(E, k) = 0 pour i > p + q,
 et Hp+q(E, k) est isomorphe au produit tensoriel (sur k) Hp(B, k) 0 Hq(F, 4).

 (Voir [24], n? 9 ainsi que [2]).

 D'apres la Prop. 7 du Chap. II, E2 est isomorphe au produit tensoriel (sur k):

 Hi (B, k) 0 Hj (F, k). I1 en r6sulte que Er" = 0 des que i > p, ou j > q (r = 2,
 3, ... , oo). En particulier, tous les termes de Ex dont le degr6 total est stricte-
 ment sup6rieur a p + q sont nuls, ce qui d6montre la premiere partie de la
 proposition.

 Reste A voir que Hp+q(E, k) est isomorphe a Hp(B, k) 0 Hq(F, k). Pour cela,
 remarquons que les 6lements de E' '(r _ 2) jouissent des deux propriet6s sui-
 vantes:

 (a) Tout element de E "q est un cycle pour dr, puisqu'il est de degr6-fibre max-
 imum et que dr augmente le degr6-fibre.
 (b) Aucun 6l6ment $ 0 de E" q n'est un bord pour dr, puisqu'il est de degr6-
 base maximum, et que d, diminue le degr6-base.

 De ces deux propri6t6s il r6sulte que E"' = E= q E * * q
 Comme nous avons d6jA vu que les autres termes de E., de degr6 total p + q

 sont nuls, il suit de lM que:

 Hp+Q(E, k) = EP q = E2 = Hp(B, k) 0 Hq(F, k), cqfd.

 COROLLAIRE. Soit k un corps; supposons que le systeme local forme par Hi (F, k)
 sur B soit trivial pour tout i > 0 et que Hi(E, k) = 0 pour tout i > 0. Alors:

 (a) ou bien Hi(B, k) = Hi(F, k) = 0 pour tout i > 0,
 (,) ou bien Hi(B, k) 5 0 pour une infinite de valeurs de i,
 ('y) ou bien Hi(F, k) 5 0 pour une infinite de valeurs de i.

 R6sulte imm6diatement de la proposition qui pr6cede et du fait qu'un produit
 tensoriel d'espaces vectoriels n'est nul que si l'un des espaces est nul.

 PROPOSITION 4. Supposons que l'espace euclidien E = Rn soit un espace fibre
 localement trivial de fibre F et de base B, F eitant connexe. Alors F et B sont acycliques:
 Hi(B, Z) = Hi(F, Z) = 0 pour tout i > 0 (Z d6signant l'anneau des entiers).

 Puisque la fibration est localement triviale, F et B sont localement contractiles
 et de dimension < n. I1 s'ensuit que Hi(F, Z) et Hi(B, Z) sont nuls pour i > n
 (Voir, par exemple, [4], Exp. XVI, n? 7). Comme F est connexe par arcs, il
 r6sulte de la suite exacte d'homotopie que 7r1(B) = 0, donc que le systeme local
 des Hi(F, k) (k 6tant un corps commutatif quelconque) est trivial sur B. On est
 donc dans les conditions d'application du corollaire pr6c6dent; comme les cas
 (,) et (,y) sont exclus d'apres ce qui pr6cbde, on a donc: Hi(B, k) = Hi(F, k) = 0
 pour tout corps k et tout i > 0. La demonstration sera donc achev6e si l'on
 prouve le lemme suivant:

 LEMME. Soit Y un espace topologique tel que Hi(Y, k) = 0 pour tout corps k
 et tout entier i tel que 0 < i < q. Alors Hi(Y, Z) = 0 pour tout entier i tel que
 0 < i < q - 1.

 D'apres la formule des coefficients universels, on a:

 Hi(Y, k) = Hi(Y, Z) 0 k + Tor(Hi.1(Y, Z), k),
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 ou le signe + designe une somme directe, et oui les operations 0 et Tor sont

 relatives A l'anneau principal Z (Cf. [71). Designons alors par 3 l'un quelconque
 des groupes Hi(Y, Z), 0 < i ? q - 1. I1 resulte de la formule precedente que,
 pour tout corps k, on a:

 31 0 k = Tor(31, k) = 0.

 Je dis que cette propriete entraine 1 = 0.
 En effet, prenons d'abord k = Q, corps des rationnels; M 0 Q = 0 signifie que
 M est un groupe de torsion; prenons k = Fp, corps a p 6lements; Tor(M, Fp) = 0

 signifie que la relation p. x = 0, x e 31, entralne x = 0. Ceci ayant lieu pour

 tout p, et M eltant de torsion comme on vient de le voir, on a bien M = 0, ce
 qui acheve la demonstration.

 COROLLAIRE. Dans les conditions de la Prop. 4, supposons que B soit un poly~dre

 localement fini. Alors la fibration de E = Rn est triviale, autrement dit, E = B X F.
 Puisque B est un polyedre localement fini simplement connexe et acyclique,

 il est contractile. Le corollaire resulte alors d'un th6oreme classique de Feldbau.

 REMARQUES: 1. On peut montrer que la conclusion du corollaire precedent
 subsiste si l'on remplace l'hypothese "B est un polyedre localement fini" par

 la suivante: "F est un polyedre localement fini". En fait, il parait probable que

 l'on peut se passer completement d'hypotheses restrictives sur B ou F; sans

 doute n'existe-t-il pas d'autres fibrations de Rn, a fibres connexes, que la de-
 composition en produit direct: R1 = R' X R' (p + q = n), mais cela parait
 difficile a 6tablir.3 2. A. Shapiro, utilisant la th6orie de Cech ainsi que des methodes
 analogues a celles de G. Hirsch, a obtenu la Prop. 4 et a montre' comment on

 pouvait en tirer le resultat suivant, conjecture par Montgomery et Samelson:

 Rf ne peut etre fibre d fibres compactes non reduites d un point [291. En s'appuyant
 sur la theorie de Leray (en cohomologie a supports compacts), A. Borel et
 l'auteur [2] ont obtenu independamment le meme resultat; leur methode montre

 en outre qu'il n'existe pas de fibration de R', d fibres connexes, et a base compacte
 non reduite a' 'n point [1].

 4. Une suite exacte

 PROPOSITION 5. Soit A un anncau principal, et supposons que le syste'me local
 forme par Hj(F, A) soit trii'ial sur B potr tout i > 0, que Hi(B, A) = 0 pour
 0 < i < p, et que Hi(F, A) = 0 pour 0 < i < q. Dans ces conditions on a la suite
 exacte:

 Hp-Fql(F, A) -* Hp?+q(E, A) -* Hp+,q(B, A) -IHp+q_2(F, A)

 H2(B, A) -> HL(F, A) - HL(E, A) H1(B, A) -O 0.

 D'apres la formule des coefficients universels, on a:

 2 Hi(B, A) ? Hj(F, A) + Tor(UHi-(B, A), Hj(F, A)),

 3 Pour plus de details sur cette question, voir Particle de G. S. Young (Proc. Amer.

 Math. Soc., 1, 1950, p. 215-223): On the factors and fiberings of nmanifolds.
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 les operations 0 et Tor etant prises par rapport . l'anneau principal A. I1
 suit de la que E' = 0 si i $ 0, j $ 0 et i + j < p + q - 1. Pour un degre
 total n donne, le terme E. ne contient done que deux termes eventuellement non

 nuls: E"" = H,,(B, A) et E2' = H,,(F, A) (ceci pour 0 ? n < p + q- 1).
 En outre, les conditions du n? 4 du Chapitre I sont evidemment remplies, et on
 peut appliquer la proposition 3 de ce n0, qui donne le resultat cherche.

 On notera que l'homomorphisme: HO(B, A) -+ H,- (F, A) (O < n ? p + q -1)
 n'est autre que la transgression dn

 REMARQUES. 1. UIne suite exacte duale existe en cohomologie (appliquer la
 Prop. 3' du Chapitre I).

 2. Les homomorphismes:

 7ri(F) >- Hj(Fl Z), 7ri(E) --4Hi(E, Z), 7ri(B) - Hi(B, Z)
 definissent un homomorphisme compatible de la suite exacte d'homotopie dans
 la suite exacte de la Prop. 5 (relative 'a A = Z, anneau des entiers); cela resulte
 immediatement de la commutativit6 du diagramme (1') du Chapitre II, n? 7.

 COROLLAIRE 1. Dans les conditions de la proposition precedente, l'application

 canonique p*: H,(E mod.F, A) -* H(B,A) est une application sur pour
 2 < i < p + q, et un isomorphisme pour 2 ? i ? p + q-1.

 L'image de Hi(E mod. F, A) -+ Hi(B, A) est E'0 (Chap. II, n? 7); or la dif-
 ferentielle dr est nulle sur Er'0 si 2 < r < i < p + q, puisqu'elle applique ce
 module dans Ei-r,-l qui est nul. I1 suit de la que:

 H1(B, A) = E0 = E = *** -E' (2 i < p+q),

 ce qui ddmontre la premiere partie du corollaire.
 Pour demontrer la seconde, considerons le diagramme (oui 2 < i < p + q - 1):

 Hi(F, A) - Hi(E, A) WH(E mod. F, A) -* HIi(F, A) Hi-,(E, A)
 '1 1 1 .1 '1
 Hi(F, A) Hi(E, A) - Hi(B, A) -* Hi-,1(F, A) -- Hi-,(E, A)

 ou les applications verticales sont les applications identiques, 'a l'exception de la
 troisieme qui est p*. Ce diagramme est commutatif (d'apres le Chap. II, no 7),
 et ses deux lignes sont des suites exactes. I1 r6sulte alors dii "lemme des cinq"

 que p* est un isomorphisme sur, ce qui acheve la demonstration du corollaire.
 COROLLAIRE 2. Supposons que Hi(E, A) -0 pourtout i > 0, ci queHi(B, A) = 0

 pour 0 < i < p. Alors la suspension . applique Hi(F, A) sur Hi+1(B, A) pour
 O < i < 2p - 2, et est un isomorphisme pour 0 < i < 2p -2.
 En particulier, Hi(F, A) = 0 pour 0 < i < p - 1.

 En appliquant la Prop. 5 avee q = 1, on trouve d'abord que HL(F, A) = 0
 pour 0 < i < p - 1. L'application du corollaire pr~eedent (avee q = p 1)
 donne alors le resultat cherche, compte tenu du fait que 1 = p* o a-1, oui a
 designe l'operateur bord: Hi+1(E mod. F, A) -- Hi(F, A).

 COROLLAIRE 3. Supposons que Hi(B, A) = 0 pour tout i > 0. Alors l'appli-
 cation canonique: Hi(F, A) -* Hi(E, A) dWfinit un isomorphisme du premier
 module sur le second pour tout i ? 0.

 On applique la Prop. 5 avee p = x, q = 1.
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 COROLLAIRE 4. Supposons que H,(F, A) = 0 pour tout i > 0. Alors la pro-
 jection p de E sur B definit un isomorphisme de Hi(E, A) sur Hi(B, A) pour
 tout i > 0.

 On applique la Prop. 5 avec p = 1, q = oo.
 REMARQUE. Ce dernier resultat peut etre consider*' comme l'analogue, dans la

 theorie singuliere, d'un th6oreme bien connu de Vietoris, valable pour l'homo-
 logie (ou la cohomologie) de Cech; ce theoreme de Vietoris peut d'ailleurs etre
 d6montre, par la theorie de Leray, de la merne facon que ci-dessus.4

 5. Suite exacte de Gysin

 PROPOSITION 6. Soit E un espace fibre de base B connexe par arcs et dont la fibre
 F a meme cohomologie a coefficients dans A, anneau commutatif a element unite,
 que la sphere Sk, k ? 1. Supposons que le systeme local forme' par Hk(F, A) sur
 B soit trivial. On a alors la suite exacte: ***H (B. A) -->H'(E, A) -* H i-k(By A Hi+'(By A)
 avec h(x) = x4Q = Q -x pour tout x E Hi-k(B, A), Q e'tant un element bien d6termine
 de Hk+l(B, A), tel que 20 = 0 si k est pair.

 (Ce resultat est dui essentiellement a W. Gysin [16]; la forme sous laquelle
 nous le donnons est due A R. Thom [31] et S. S. Chern-E. Spanier [9]. La demon-
 stration qui suit est celle de Leray [24], n' 11).

 Considerons le terme E2 de la suite spectrale de cohomologie de l'espace fibre
 E. On a:

 E2 = H*(B, H*(F, A)) = H*(B, H0(F, A)) + H*(B, Hk(F, A)).

 L'homomorphisme d'algebres: H*(B, A) 0 H*(F, A) -+ H*(B, H*(F, A))
 est donc un isomorphisme sur (le produit tensoriel etant pris sur A).

 II r6sulte d'abord de la que, pour un degre total i donne, le terme E2 ne con-
 tient que deux termes eventuellement non nuls:

 E?= H'(B, A) et Ei-k'k = Hi-k(B, A) 0& Hk (F A).
 Appliquant alors la Prop. 3' du Chap. I, on obtient la suite exacte:

 * *-*> Ht(B, A) -Ht(E, A) +H-k(B, A) 0 Hk(F, A) dk+u H'+1(B, A)
 Pour obtenir la suite exacte de l'enonce7 il n'y a plus qu'a choisir un isomor-

 phisme g:H ik(B, A) - Hi-k(B, A) 0 Hk(F A), et a poser: h = dk+1 0 g.
 Soit s un el6ment gendrateur de Hk(F, A); nous poserons:

 g(x) = (-1)deg xx 0 s pour tout x e H*(B, A).

 Posons alors Q = dk+1(1 0 s) E Hk+1 (B, A). On a:

 h(x) = d (( )deg.xx 0 s) = (_ )deg xdk+l(X) s + ( 1)2de.x k+l()

 4Voir A. Borel (J. Math. Pures Appl., 29, 1950, p. 313-322): Remarques sur l'homologie
 filtrge, Th.5-a.
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 Puisque dk+l(x) = 0, on en tire bien h(x) = x *. Pour montrer que h(x) =-x,
 il suffit de voir que 20 = 0 si k est pair (a cause de la loi d'anticommutation
 dans H*(B, A)). Or, on a:

 dk+j(s2) = 2s-dk+1(s) = 2Q2 0 s. Mais S2 = 0, d'oui 2- 0, cqfd.

 REMARQUES. 1. La suite exacte duale vaut en homologie, la demonstration est

 la meme.

 2. On trouvera dans la note de R. Thom [31] un resultat plus complet, en

 ce sens qu'il est valable me'me si le syste'me local forme par Hk(F, A) n'est pas
 trivial (espace fibre "non orientable"), et merme si k - 0. On pourrait 6tendre

 notre mrthode de faqon h englober le cas "non orientable", mais par contre, le
 cas oui k = 0 ne semble pas pouvoir etre obtenu de cette maniere.

 6. Suite exacte de Wang

 PROPOSITION 7. Soit E un espace fibre de fibre F connexe par arcs, et dont la

 base B a meme anneau de cohomologie a' coefficients dans l'anneau principal A que

 la sphere Sk, k > 2; on suppose en outre que B est simplement connexe. Dans ces
 conditions, on a la suite exacte:

 .-* > Ht(E, A) -> Ht(F, A) - Hik l(F, A) -* HI+'(E, A)

 ou l'homomorphisme 0 est une derivation si k est impair, une antiderivation si k est
 pair.

 (Ce resultat est duf essentiellement a H. C. Wang [32]; le fait que 0 soit une

 derivation (resp. antiderivation) suivant la parite de k a ete signale par J.
 Leray [24]. La demonstration qui suit est celle de Leray).

 Considerons l'anneau spectral de cohomologie de l'espace fibre E. En appli-

 quant la Prop. 8 du Chap. II, on voit que son terme E2 est isomorphe
 a H*(B, A) 0 H*(F, A) = H*(Sk, A) 0 H*(F, A). I1 suit de la que E2 ne

 contient, pour un degre total donne, que deux termes eventuellement non nuls,
 et, en appliquant la Prop. 3' du Chap. I, ou obtient la suite exacte:

 -* Hi(E, A) -* Ht(F, A) dk Hk(B, A) 0 Hi-k+l (F A)

 H H+(Ey A)**-

 Pour obtenir celle de l'enonce, il n'y a plus qu'a choisir un isomorphisme

 :Hi-k+l (F, A) -> Hk(By A) 0 Hi-k+l(F, A), et A poser:

 6 = g-1 o dk.

 Soit s un element gen6rateur de Hk(B, A); nous poserons g(x) = s 0 x.
 On a donc par definition: dk(x) = s 0 6(x), x e H*(F, A).
 Calculons alors dk(xy):
 D'une part: dk(xy) = s 0 0(xy),
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 et d'autre part:

 dk(xy) = dk(X) - y + (-1)deg.x dk(y)

 - (s 0(x)) y + (-)deg.zx (s 0 (y))

 = s 0 (0(x) * y) + (_ d)(k?1)(1egx s (r . 0(y)).

 En comparant, on obtient:

 0(xy) = 0(x) y + ( 1)(k+l)deg.x . 0(y),

 ce qui signifie bien que 0 est une derivation si k est impair, et une antiderivation
 si k est pair.

 REMARQUE. En homologie, on a la suite exacte duale:

 *-Hi(E, A) <- Hj(F, A) - Hi-k+l(F, A) H- Hi+(E, A) <-- *

 7. Un theoreme de Leray-Hirsch

 Soit E un espace, F un sous-espace de E, k un corps commutatif. Les conditions:

 "Ht(F, k) -* HJ(E, k) est biunivoque" et: "H'(E, k) --I H'(F, k) est sur" sont
 equivalentes, comme il resulte tout de suite de la dua]ite entre homologie et
 cohomologie. Si ces conditions sont remplies pour tout i > 0 on dit que F est
 "totalement non homologue a zero" dans E (relativement au corps k).

 Cette definition etant posee, on a:
 PROPOSITION 8. Soit E un espace fibre de fibre F ct (dC base B, F et B e'tant

 connexes par arcs. Soit k un corps commutatif et supposons:

 (a) que F soit totalement non homologue d zero dans E relativement d k,
 (b) que Ht(F, k) ou bien Ht(B, k) soit de dimension finie sur k pour tout i ? 0.

 Dans ces conditions l'algebre graduke associee d H*(E, k) est isomorphe a
 H*(B, k) 0 H*(F, k). (Voir [24], th.7.3)

 I1 rdsulte tout d'abord de (a) que le systbme local forme par H'(F, k) sur B est
 trivial pour tout i ? 0. En effet, on sait (Chap. 11 n? 9, a-) que l'image de
 H*(E, k) dans H*(F, k) par la transpos6e de l'injection F -* E est formee d'61e-
 ments qui sont invariants par les transformations Ta, a E 7r1(B); l'hypothese (a)
 entraine donc que tous les 6l6ments de H'(F, k) sont invariants par 7r,(B), ce qui
 signifie que le systeme local est trivial.

 Cela etant, il resulte de (b) et de la Prop. 8 du Chap. II que le terme E2 de la
 suite spectrale de cohomologie de E est isomorphe (en tant qu'algebre) au
 produit tensoriel gauche (sur k) H*(B, k) 0 H*(F, k). Comme l'image de H*(E, k)
 dans H*(F, k) est formee des 6l6ments de H*(F, k) qui sont des cocycles pour
 toutes les differentielles dr , l'hypothese (a) revient a dire que dr = 0 sur H*(F, k)
 pour tout r. Mais comme dr est nulle sur les 61ements de H*(B, k) et que c'est
 tine antiderivation, elle est nulle sur tout H*(B, k) 0 H*(F, k), et l'on aE2 =
 E3 = *.. = E., cqfd.

 En g~ndral, l'algebre H*(E, k) n'est pas isomorphe a l'algebre H*(B,k)
 0 H*(F, k). On a en effet:
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 PROPOSITION 9. Les hypotheses etant celles de la Prop. 8, pour qu'il existe un

 isomorphisme d'algebres: H*(B, k) 0 H*(F, k) H*(E, k) qui, par passage aux
 aeibres graduees associees, donne l'isomorphisme de E2 sur E00, il faut et il suffit
 qu'il existe un homomorphisme d'algebre q*: H*(F, k) -*> H*(E, k) qui, compose
 avec l'homomorphisme canonique i*: H*(E, k) -* H*(F, k), donne l'automorphisme
 identique de H*(F, k).

 La necessite est evidente.

 Pour voir la suffisance, considerons l'application p*:H*(B, k) -* H*(E, k),
 transposee de la projection p:E -* B. Ceci permet de definir l'homomorphisme
 d'algebres

 p* 0 q*:H*(B, k) 0 H*(F, k) -* H*(E, k).

 En outre, si nous filtrons H*(E, k) par les D", et H*(B, k) 0 H*(F, k) par le
 degre-base, l'homomorphisme p* 0 q* est compatible avec ces filtrations de
 facon evidente. On peut done definir l'homomorphisme correspondant p* 0 q*
 des algebres graduees associees, qui applique H*(B,k) 0 H*(F,k) dans
 H*(B, k) 0 H*(F, k). D'apres les proprietes de p* (resp. q*), cet homomorphisme

 est 1'identit6 sur H*(B, k) (resp. H*(F, k)), et, comme c'est un homomorphisme
 d'algebres, c'est l'identite partout. Nous avons done demontre que p* 0 q*
 est un isomorphisme sur. On en tire par un raisonnement classique (Voir, par
 exemple, [23], Prop. 6.2) que p* 0 q* est lui-meme un isomorphisme sur, ce qui
 acheve la demonstration.

 COROLLAIRE 1. Les hypotheses etant celles de la Prop. 8, supposons que H* (F, k)
 soit engendre par des elements homogenes fa de degre na, verifiant les seules re-
 lations:

 f=f (_ l)nanofia

 Alors H*(E, k) est isomorphe a H*(B, k) 0 H*(F, k).
 I1 nous suffit de construire une application q* verifiant les conditions de la

 Prop. 9; pour cela, soient ca E H*(E, k) des elements tels que i*(ca) = fa . L'ap-
 plication: fa -* ca se prolonge d'une facon et d'une seule en un homomorphisme
 d'algebres q*:H*(F, k) > H*(E, k) qui verifie visiblement les conditions pre-
 scrites.

 REMARQUE. On retrouve ainsi un theoreme classique de Samelson, sur les
 sous-groupes non homologues a z6ro d'un groupe de Lie. Toutefois, comme nous
 n 'avons pas suppose que les na soient impairs, notre resultat est egalement
 applicable au cas ou' F est un espace de lacets (Cf. Chapitre IV).

 COROLLAIRE 2. Soient B et F deux espaces connexes par arcs, et supposons que
 Ht(B, k) ou Ht(F, k) soit de dimension finie pour tout i ? 0. Designons par p et
 q les projections canoniques de E = B X F sur B et F respectivement, par p* et
 q* les homomorphismes de H*(B, k) et de H*(F, k) dans H*(E, k) qu'elles definissent.
 Dans ces conditions, l'homomorphisme p* 0 q* est un isomorphisme de H*(B, k) 0
 H*(F, k) sur H*(E, k).

 On applique la Prop. 9 a E, considere comme espace fibre de base B et de
 fibre F.
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 REMARQUE. Si l'on supprime l'hypothese de finitude de l'enonce precedent,
 on peut simplement montrer que H*(E, k) = Hom(H(B, k), H*(F, k)), ce qui

 est d'ailleurs un cas particulier d'un theoreme general d'Eilenberg-Zilber (non-
 publie)-Les autres resultats de ce n' sont susceptibles d'une extension analogue.

 CHAPITRE IV. LES ESPACES DE LACETS

 1. Les espaces de lacets

 Soit X un espace topologique (non necessairement separe), et designons par

 I le segment [0, 1]. Nous dirons qu'une application continue f:I -* X est un
 lacet au point x e X, si f(O) = f(1) = x. Nous munirons l'ensemble U., des lacets
 au point x d'une topologie: celle de la convergence compacte (compact-open
 topology, dans la terminologie americaine). Cette topologie est eltudike, par
 exemple, dans Bourbaki, Top. X, ?2, en supposant que 1'espace dans lequel
 les fonctions prennent leurs valeurs (ici X) est separe. Mais en r6alite, presque

 toutes les proprietes d6montr6es par Bourbaki sont independantes de cette
 hypothese. En particulier, on a le resultat suivant:

 Soit g une application d'un espace topologique Y dans % ; g definit une appli-

 cation Q:I X Y -- X par la formule: G(t, y) = g(y)(t). Alors, pour que g soit
 continue (U. etant muni de la topologie de la convergence compacte), ii faut et il
 suffit que G le soit.

 Loi de composition sur l'espace des lacets.

 Cette loi fait correspondre a deux lacets f, g e Q, un troisieme lacet, note
 f*g, et defini par:

 g9(2t) sit <
 (f*g)(t) = I2(2t) sit_

 f(2t - 1) si t >

 Nous designerons par e- (ou e lorsqu'aucune confusion ne sera a craindre) le
 lacet r6duit au point x: e,(t) = x pour tout t e I.

 On sait que la loi de composition precedente n'est pas associative, et n'a pas
 d'6l6ment neutre, mais v6rifie toutefois ces proprietes "a une homotopie pres".
 Pour preciser ceci, introduisons la notion suivante:

 DEFINITION. Soit G un espace topologique, muni d'une loi de composition
 note'e v. Le couple (G, v) est dit un H-espace si les conditions suivantes sont
 realise'es:

 (I) L'application (x, y) -* x v y est une application continue de G X G dans G.
 (II) Il existe eE G, avec e v e = e, tel que les applications: x-x v e et x -*e v x
 soient homotopes a l'identite dans G (par des homotopies laissant le point e fixe).

 Par exemple, tout groupe topologique est un H-espace.
 PROPOSITION 1. Soit X un espace topologique, x un point de X. L'espace des

 lacets au point x, Q , muni de la topologie de la convergence compacte et de la loi de
 composition * est un H-espace.

 Pour v6rifier (I), il suffit de montrer que l'application de Q2 X QZ X I dans
 X d6finie par:
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 g(2t) Si t-<! 2

 f(2t - 1) si t > 2

 est continue. Or cela r6sulte imm6diatement des continuites des applications:

 (9, t) 9- g(2t) (t- 2) et (f, t) --+f(2t -1) (t-2j I
 Pour verifier (II) on prend pour e le lacet reduit au point x. II est clair que

 e*e = e.

 D'autre part, soit f e Q., et definissonm la famille de lacets fe, 0 < 0 ? 1,
 par les formules:

 fo(t) = x si t 0 0/2

 fo(t) = f((2t- 0)/(2 - 0)) si t 0 0/2.

 On a fe(l) = fe(O) = x pour tout 0; donc fe est bien un lacet. D'autre part,

 fo(t) = f(t), fi = f*e, et, si f = e, fo = e pour tout 0. On aura donc bien montre
 que f -- f*e est homotope A l'identite, dans une homotopie laissant fixe le
 lacet e, si on sait que 1'application (f, 0) -+ fe est une application continue de
 Q, X I dans Q,. En d'autres termes, il faut verifier que l'application X:Q2 X
 I X I -* X, definie par (P(f, 0, t) = fe(t) est continue.

 Or, soit Q:I X I -* I 1'application definie par:

 Q (0,t { si t ?0/2
 t = (2t - 0)/(2 - 0) si t > 0/2.

 I1 est evident que Q est continue. Designons alors par (1, Q) l'application de

 Q2 X I X I dans Q. X 1, produit direct de Q et de l'application identique de
 Q-2 sur lui-m~me; designons par F l'application canonique: Q. X I -- X, ddfinie
 par F(f, t) = f(t). L'application F est continue, par definition meme de la topo-
 logie de la convergence compacte.

 Comme so = Fo (1, Q), ep est donc bien continue, ce qui acheve de montrer que
 f -* f*e est homotope a l'identite. line demonstration tout a fait analogue peut
 Wtre faite pour f -* e*f.

 2. Le theoreme de Hopf

 Dans ce paragraphe et le suivant nous donnerons quelques proprietes des
 H-espaces qui sont bien connues dans le cas des groupes topologiques, mais que
 nous appliquerons aux espaces de lacets.

 Occupons-nous d'abord du theoreme de Hopf.
 Soit A une algebre graduee, verifiant la loi d'anticommutation habituelle:

 xy = (- 1)PQyx, si x et y sont homogenes et de degres p et q respectivement.
 On supposera en outre que les elements de degr6 0 de A sont les multiples scalaires
 d'un 6lment unite, note 1. ine telle algebre (sur un corps de base de caracteris-
 tique quelconque) sera dite canonique.

 Si A et B sont deux algebres canoniques, A ? B, muni de la structure de
 produit tensoriel gauche, est une algebre canonique. Dans cette algebre, nous
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 designerons par NA (resp. NB) 1'id~al engendre par les elements de la forme
 a 0 1 (resp. 1 0 b) ou' a e A est de degre strictement positif (resp. b E B est de
 degre strictement positif). L'algebre quotient (A 0 B)/NA est isomorphe 'a
 B, comme on le voit imm~diatement; de meme, (A 0 B)/NB est isomorphe a
 A. En particulier si A = B, on obtient ainsi deux homomorphismes de A 0 A
 sur A, que nous designerons respectivement par p et q; on. peut donc ecrire:

 x = q(x) 0 1 + * * * + 1 0 p(x) (x e A 0 A),

 les termes non ecrits 6tant des produits tensoriels de deux elements de A de
 degres strictement positifs.

 Un homomorphisme d'algebre r:A -* A 0 A est dit un H-homomorphisme
 si les composes por et qor sont des automorphismes de A. L'existence d'un
 H-homomorphisme permet d'appliquer a l'algebre A les raisonnements clas-
 siques de Hopf. Nous ne les r6peterons pas, renvoyant a ]'expose qu'en donne
 Leray ([21], n? 24). Rappelons seulement le resultat auquel on arrive:

 THfOREME DE HOPF. Soit B un syste#me minimal de ge'nrateurs homogenes
 de A, et S(B) l'algebre engendree par les elements de B soumis aux seules relations
 d'anticommutation. Les elements de S(B) peuvent etre appeles polynomes anti-
 commutatifs en les elements de B; on peut parler de la derivee d'un tel polynome par

 rapport a un b e B. L'algAbre A est isomorphe au quotient de S(B) par un idcal
 homogene N jouissant de la propriWt6 suivante:

 Soit P e N, et soit b un 6l6ment de B de degr6 maximum parmi tous ceux quifigurent
 dans P; alors Pb e N.

 Si le corps de base est de caractdristique nulle, ceci entraine que N = 0, et
 par suite A = S(B). En groupant alors les 6l6ments de B de degr6 pair, et ceux
 de degr6 impair, on voit que: A est isomorphe au produit tensoriel d'une algebre
 ext~rieure engendree par des elements de degre impair, et d'une alge.bre de polynomes
 engendree par des elements de degr6 pair.

 La proposition suivante permettra d'appliquer ces resultats aux H-espaces
 (et en particulier aux espaces de lacets):

 PROPOSITION 2. Soit G un H-espace connexe par arcs, k un corps commutatif.
 Supposons que Ht(G, k) soit de dimension finie sur k pour tout i > 0. Alors l'al-
 gebre H*(G, k), algeqbre de cohomologie de G a coefficients dans k, poss.de un H-
 homomorphisme.

 Soit A = H*(G, k); puisque G est connexe par arcs, A est une algbbre canoni-
 que. En outre, d'apres le Cor. 2 a la Prop. 9 du Chapitre III, H*(G X G, k) =
 A 0 A. Si y e G est un point quelconque de G, l'application P:G - G X G
 d6finie par P(x) = (y, x) induit un homomorphisme de H*(G X G, k) A 0 A
 dans H*(G, k) = A qui n'est autre que p. De meme, Q(x) = (x, y) induit q.

 Utilisons maintenant la loi de multiplication de G, et d6finissons l'application
 continueR: G X G -* G par R(x, y) = x v y. Cette application induit un homo-
 morphisme r: A -* A 0 A, et je dis que r est un H-homomorphisme, ce qui demon-
 trera la proposition.

 En effet, consid6rons l'homomorphisme q o r. 11 est d6fini par lapplication
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 continue R o Q: G -* G. Mais pour definir Q, nous pouvons prendre un point y
 arbitraire de G: choisissons y = e. On a alors:

 Ro Q(x) = x v e.

 Puisque l'application x -* x v e est homotope A l'identite, il en resulte que
 qo r = 1; on montre de meme que po r = 1, ce qui acheve la demonstration.

 COROLLAIRE. Ajoutons aux hypotheses de la Prop. 2 celle que le corps k est de

 caract6ristique nulle. Alors l'algebre H*(G, k) est isomorphe d S(xk) 0 A (yi),
 OU S(xk) desiqne une algebre de polynomes engendree par des elements Xk de degre
 pair nk, et A(y') une algqebre exterieure engendree par des elements yl de degre
 impair ml. En outre, il n'y a qu'un nombre fini de Xk et de yl dont le degre soit
 plus petit qu'un entier donne.

 I1 nous reste simplement A prouver la derniere assertion; elle resulte 6videm-
 ment du fait que H'(G, k) est de dimension finie pour tout i ? 0.

 REMARQUE. Si G est un groupe de Lie, son algebre de cohomologie est nulle
 pour les dimensions assez grandes, et ne peut contenir une algebre de poly-
 nomes. C'est done une algebre exterieure (si le corps k est de caracteristique
 nulle), conformement au Th. de Hopf classique.

 Par contre, si G est un espace de lacets, il n'y a plus de raison pour qu'il
 en soit ainsi, bien au contraire (Voir en effet Prop. 11). Par exemple, on verra
 au n? 9 que, si G est l'espace des lacets sur ia sphere Sn (n impair), H*(G) = S(x)
 ou x est de degre n -1, et si n est pair, H*(G) = S(x) 0 A(y), oui x est de degr6
 2n - 2 et y de degr6 n - 1.

 3. Simplicite des H-espaces

 Soit G un groupe de Lie connexe, T son revetement universel; on sait que T
 peut etre muni d'une structure de groupe de Lie telle que la projection p: T -* G
 soit un homomorphisme; le noyau de p est un sous-groupe discret du centre de
 T, isomorphe 'a ri(G). Les automorphismes de T definis par les elements de
 irl(G) sont simplement les translations par les elements de ce sous-groupe discret.
 Comme toute translation est homotope a l'identite (G Rtant connexe), on voit
 que les automorphismes definis par les elements de iri(G) sur T sont homotopes
 d l'identite.

 Nous allons montrer maintenant que cette demonstration peut s'etendre, en
 la compliquant legerement, aux H-espaces quelconques. Le r6sultat ainsi obtenu
 sera utilise de fagon essentielle au Chapitre suivant (dans le cas particulier
 oui G est un espace de lacets).

 Soit donc G un H-espace dont la loi de multiplication est notee x v y; on
 supposera G connexe par arcs, localement connexe par arcs et localement simple-
 ment connexe; on definit son revetement universel T comme il a et6 dit au Chap.
 I, n? 6 (en choisissant comme point de base l'idempotent e introduit dans la
 condition (II) des H-espaces). D'autre part, soit E l'espace des chemins issus
 de e dans G, E etant muni de la topologie de la convergence compacte. Si on fait
 correspondre a un chemin q e E sa classe d'homotopie, on definit une application
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 o:E --* T. Cette application permet d'identifier T a un espace quotient de E
 (parce que G est localement simplement connexe).

 On peut munir E d'une loi de composition, not6e encore v, ddfinie par la
 formule: (f v g)(t) = f(t) v g(t) t e I, f, g e E. Ceci est licite car e v e = e.

 On voit imm6diatement que l'application (f, g) -* f v g est une application
 continue de E X E dans E, et que, si f' est homotope A f, et g' homotope A g,
 alors f' v g' est homotope a f v g. Ceci permet de d6finir la loi de composition
 v sur T, par passage au quotient.

 Soit maintenant u un lacet sur G. Nous allons d6finir une deformation de E

 qui relie l'application identique f -* f a l'application f -- u * f (u * f d6signe ici
 le compos6 des deux chemins u et f, compos6 qui est d6fini par les formules du
 n? 1). En outre cette deformation devra etre telle qu'elle puisse passer au quo-
 tient et d6finir une deformation de T.

 Commengons par donner un nom aux deformations de G qui relient 1'applica-
 tion x -* x aux applications x -* x v e et x -* e v x: Soit Fe(x), fonction con-
 tinue de 0 e I et de x e G, telle que:

 Fo(x) = x, FI(x) = x v e pour tout x e G, et Fe(e) = e, Ve I.

 Soit Ge(x), fonction continue de 0 e I et de x e G, telle que:

 Go(x) = x, GI(x) = e v x pour tout x e G, et Ge(e) = e, Ge I.

 Consid6rons alors les quatre deformations suivantes qui font correspondre A
 un 6l6ment f e E une famille fe d'6l6ments de E (0 e I):

 10 def.: fe(t) = Ge(f(t)) fait passer de f a e v f.

 20 df.: fe(t) = u(Ot) v f(t) fait passer de e v f A u v f.

 30 dif.: fe(t) = u(2t) v e si t < 0/2

 = u(0) v f(2t - 0) si 0/2 ? t < 0 fait passer de u v f A V(f).

 =u(t) v f(t) si t _ 0.

 40 dif.: fe(t) = Fl-oe(u(2t)) si t < 1/2

 = G10(f(2t - 1)) si t > 1/2 fait passer de V(f) a u * f.

 (On a design6 par V(f) le chemin suivant:

 V(f)(t) = u(2t) v e si t ? 1/2

 V(f)(t) = e v f(2t - 1) si t > 1/2).

 I1 ne nous reste plus maintenant qu'un certain nombre de v6rifications a faire:

 a-Les chemins fo(t) commencent au point e.

 10 cas-fe(0) = Go(f(O)) = Ge(e) = e.

 20 cas-fo(0) = u(0) v f(O) = e v e = e.
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 30 cas-fe(0) = U(O) v e = e v e = e.

 40 cas-fe(O) = Fl-(u(O)) = F1e(e) = e.

 b-Conti'nuite des applications: (f, 0) -* fe de E X I dans E.

 On se ramene 'a v6rifier la continuite d'applications de E X I X I dans G, ce
 qui ne pr6sente pas de difficult6s.

 c-L'extremite de fo ne depend que de l'extremite de f, et du lacet it choisi.

 10 cas-fe(1) = Ga(f(1)).

 20 cas-fo(1) = u(0) v f(1).

 30 cas-fr(1) = u(1) v f(1) = e V f(1).

 40 cas-fe(1) = G1v(f(l)).

 Ces trois verifications permettent de definir les fe sur T, par passage au
 quotient; l'on obtient ainsi une deformation de T qui relie l'automorphisme
 f -* u * f a l'identit6. Autrement dit:

 PROPOSITION 3. Soit G un H-espace connexe par arcs, localemient connexe par
 arcs et. localement simplement connexe. Les elements de w1r(G) definissent des auto-
 morphismes du revetement universel T de G qui sont homotopes a l'identite.

 COROLLAIRE. 7r,(G) opere trivialement sur les groupes d'homnologie, de coho-
 mologie et d'homotopie de T.

 En particulier, on voit que G est simple en toute dimension, ce qu'il est d'ailleurs
 facile de verifier directement.

 4. Fibrations des espaces de chemins

 Soit X un espace connexe par arcs, A et B deux parties de X. Nous ddsignerons

 par EA,, l'espace des chemins trac6s dans X dont l'origine appartient a' A et l'ex-
 tremit a' B. Autrement dit, EA,B est l'ensemble des applications continues
 f:I -* X, telles que f(O) e A et f(l) e B. On munira EAB de la topologie de la
 convergence compacte. On observera que EA ,B et EB. A sont homeomorphes.

 Si A se r6duit au point x, on 6crira simplement EXB au lieu de E, ,B De)fi-

 nitions analogues pour EA, et Ex v(x, y e X). On observera que E.,,. n'est autre
 que l'espace Q, des lacets au point x, introduit au n? 1.

 Ddfinissons une application pA,.B EA,B A X B par la formule:

 PA,B(f) = (f(O), f(l)) Si f e EA,B .
 Cette application est continue et applique EA ,B sur A X B puisque X est con-
 nexe par arcs.

 PROPOSITION 4. Le triple (EA ,B P.A ,B. A X B) est un espace fibre au sens du
 Chapitre II (c'est a dire verifie le theoreme de relevement des hoinotopies pour les
 polyedres).

 (En fait, nous allons voir qu'il verifie le th6oreme de relehement des homo-
 topies nour tous les espaces).
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 Soit P un espace topologique, (f, f') une application continue de I X P dans

 A X B; soit d'autre part une application continue g:P EA,B, telle que
 PA,B ? g(y) = (f(O, y), f'(0, y)) pour tout y E P. La donnee de g est equivalente
 a la donnee d'une application G:I X P -? X, telle que G(0, y) = f(O, y) et
 G(1, y) = f'(0, y) pour y E P.

 Nous devons trouver une application continue h:I X P -* EA,B, telle que
 h(0, y) = g(y) et PA ,B o h = (f, f'). Cela revient a chercher une application

 continue H:I X I X P -> X telle que: H(O, t, y) = G(t, y), H(t, 0, y) = f(t, y),
 H(t, 1, y) = f'(t, y). Si l'on designe alors par R la partie suivante de I X I X P:

 R = ({0} X I X P) u (I X {0} X P) u (I X {1} X P),

 on voit qu'il s'agit de prolonger d I X I X P une application continue connue
 sur R. Or ceci est evidemment possible puisque ({ 0 } X I) u (I X { 0 }) u (I X { 1})
 est un re'tracte de I X I. Ceci termine la demonstration.

 PROPOSITION 5. Si A est d6formable en un point x e X, l'espace EA,B est de m~me
 type d'homotopie que A X EXB .

 (Comparer avec [27], 22, no 8).

 L'hypothese signifie qu'il existe une application continue D:A X I -X,
 telle que D(a, 0) = a et D(a, 1) = x pour tout a E A. Nous noterons fa l'appli-
 cation: t -* D(a, t), fa1' l'application: t -* D(a, 1 - t).

 Soit sp l'application de A X EXB dans EA ,B qui fait correspondre au couple

 (a, f) le cheming = f * fa (a E A,f E EB).
 Soit 4' l'application de EAB dans A X EXB qui fait correspondre au chemin

 g le couple (a, g *fa ), ou' a = g(O) e A.
 On a donc:

 ((po 0') (g) = g * fa * fa si g e EAB,

 (iI'o so)(a, f) = (a, f *fa *fj') si a e A et f EX ,B.

 Pour tout y E X, soit e, le chemin reduit au point y. Pour montrer que (p o 4t' et
 41 o fp sont homotopes " l'identite, on commence par deformer fa ' * fa, en ea et
 fa * fa en ex . I1 en resulte que les applications so o 41 et 4' o so sont respectivement
 homotopes a:

 g -g * ea (avec a = g(O)) et (a, f) -> (a, f * ex).

 Ces applications etant visiblement homotopes a l'identite, la proposition est
 done demontree.

 COROLLAIRE 1. Si A et B sont deformables en des points x et y, EA ,B est de

 meme type d'homotopie que A X B X Ex,,
 COROLLAIRE 2. Si x, y, z, t sont des points quelconques de X, Ex y et E,,t sont

 de meme type d'homotopie.

 En effet, puisque X est connexe par arcs, z et t sont deformables en x et y,

 et on peut appliquer le Corollaire 1.
 Le Cor. 2 a pour consequence que les groupes d'homologie, d'homotopie, des

 divers espaces EX,, sont isomorphes. En particulier, ils sont isomorphes aux
 groupes correspondants de l'espace des lacets sur X en un point quelconque de
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 X. Nous designerons cet espace par Q. On notera que Q est connexe par arcs si
 et seulement si X est simplement connexe.

 Appliquons alors les r esultats du Chapitre II a la fibration de la Proposition 4.
 On obtient ainsi:

 PROPOSITION 6. Soit X un espace connexe par arcs et simplement connexe,
 Q l'cspace des lacets sur X, A et B deux parties de X, EA,B l'espace des chemins

 de X dont l'origine appartient a A et l'extremite appartient 4 B. II existe une suite

 spectrale d'homologie, telle que Ef" = H,(A X B, HJ(Q)), dont le groupe terminal
 E0. est isomorphe au groupe gradue associe a H(EA,B) convenablement filtre.

 (Bien entendu, tine suite spectrale duale existe en cohomologie).

 5. L'espace fibre des chemins d'origine fix6e

 Dans ce num~ro, nous allons nous occuper plus particulibrement de 1'espace

 fibr6 E.,x des chemins d'origine un point fix6 x e X dont 1'extr~mit6 est un
 point quelconque y de X. D'apres la Prop. 4 la base de cet espace fibr6 est X,
 et la fibre est Q, espace des lacets en x.

 PROPOSITION 7. L'espace Ez x est contractile.
 Pour tout couple (0, f) e I X E.,, , posons: fe(t) = f(Ot). II est clair que, pour

 tout 0, f est un chemin de X dont l'origine est x; en outre l'application (0, f) -*
 fe est visiblement continue. Comme fo(t) = x pour tout t e I, et que fi(t) = f(t)
 pour tout t e I, la Proposition est d6montr6e.

 Le meme raisonnement donne le rdsultat plus general suivant:
 PROPOSITION 7'. Pour toute partie A de X, A est un retracte de deformation

 de EAX.

 R6le de l'espace E. x .

 Il nous permet de considerer Q comme la fibre d'un espace d'homologie triviale
 dont la base est X. En appliquant la suite spectrale a cette fibration, on obtiendra
 (dans une certaine mesure) les groupes d'homologie de Q h partir de ceux de X.

 Une telle situation se rencontre 6galement dans la theorie des espaces fibres
 principaux "universels" pour un groupe de Lie. Rappelons qu'un espace fibre
 principal sur le groupe de Lie G est dit universel (pour une certaine dimension)
 si tous ses groupes d'homologie sont nuls (jusqu'a' cette dimension). De tels
 espaces existent pour tout groupe de Lie et toute dimension, et leur etude est
 un pr~liminaire indispensable a celle des autrcb espaces fibres principaux (Cf.
 [5], ainsi qu'un m6moire de A. Borel en cours de preparation).

 On notera toutefois qu'ici, c'est la base de l'espace universel que l'on "connait"
 et c'est la fibre que l'on cherche; dans la th6orie habituelle des espaces universels
 sur un groupe de Lie, on se trouve plutot dans la position inverse.

 La suspension dans l'espace E. x.

 Puisque E, ; est contractile, on a Hi(E.,,) = 0 pour tout i > 0 et tout groupe
 de coefficients, et la suspension :H(Q2) -* Hi+,(X) est definie pour tout i > 0.
 Rappelons que:

 _ = O a
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 oA p*, d6signe la projection canonique: Hj+i(Etx mod. Q) -- Hi+1(X) et 0
 l'operateur bord: Hi+1(E,,x mod. Q) -* H1(Q).

 Nous allons en donner une definition plus precise.
 Pour cela, soient C(E) et C(X) les complexes singuliers cubiques de Exx et

 X respectivement. Comme E. , est contractile, il existe un operateur k, defini
 dans C(E), elevant le degre d'une unite, et tel que:

 kdx + dkx = x pour tout x de dimension > 0.

 Soit s l'operateur p o k, qui applique C(Q) complexe singulier de Q, dans C(X).
 L'operateur s 6lMve le degre d'une unite et l'on a: dsr + sdx = dpkx + pkdx =
 p(dkx + kdx) = px = 0, si x est de degr6 strictement positif (on a px = 0, 'a
 cause de l'identification a 0 des cubes degen6r6s).

 On voit donc que s anticommute avec le bord et definit un homomorphisme de
 Hi(Q) dans Hi+1(X) (i > 0) qui n'est auitre que la suspension, d'Apres la defi-
 nition meme de cette derniere.

 Explicitons maintenant l'operateur k:

 Soit y(t1, --, t,,) un cube singulier de dimension n 'a valeurs dans l'espace

 E x, . Nous definissons le cube ky par la formule:

 (ky (tl**, t+1)) (t) = (Y (t, t, t+1)) (tl).

 On v6rifie sans peine la formule dA + kd = 1; ceci etant, pour obtenir l'homo-
 morphisme s, il suffit de faire t = 1 dans la formule precedente:

 (1) SY(t1 , * * * , tn+0) = (02t., - * -, t,,+l))(tl).

 (On notera que les operateurs k et s transforment un cul)e clegenele en tin cube
 degenere, ce qui permet de les faire operer sur les complexes singuliers C(E) et
 C(Q).)

 En definitive, on a:
 PROPOSITION 8. L'applicatioit s dle/izic par laformile (1) est wl. homttomorphisnie

 le degr6 +1 de C(9) dcans C(X), tel quw sdx + dsx = 0 si deg. x > 0. Elle definit

 wn homnomorphisme: H.(Q) -* Hi+?(X), i > 0, qvi coincide avec la saspeulsioil
 (lefizic au Chap. II, no 7.

 Note. La definition de la suspension que nous venons de donner a ete simpli-
 fiee par le fait que notus avons annule les cubes ponctuels de . dotnt la dimeui-
 sion est >0 (ce qui resultait des conventions generales sur les cubes degeneres).
 En theorie singuliere classique, definie au moyen des simplexes sans auctune
 "normalisation" de ce genre, on aurait dUi prendre pour sy (y etant un simplexe
 (le 9) ia difference entre le simplexe de dimension n + 1 de . que ddfinit y de
 faion evidente (y etant de dimension n) et le simplexe ponctuel de dimension
 it + 1. Ceci explique la formule utilisee par Eilenberg-MlacLane [141 pour definir
 Ia suspension (Voir Chapitre VI).

 6. Quelques resultats generaux sur l'homologie des espaces de lacets

 Nous conservons les notations et hypotheses des deux numeros qui precedent.
 4In outre, nous supposons que l'espace X etudiei est simplernent connexe. II en
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 resulte 6videmment que le systeme local forme par H(Q) sur X est trivial. Si
 A et B sont deux parties connexes de X, le systeme local form. par H(Q) sur
 A X B est la restriction d'un systeme local defini sur X X X, done qui est tri-
 vial.

 PROPOSITION 9. Soit G un anneau principal, et supposons que Hi(X, G) soit
 un G-module de type fini pour tout i _ 0. Alors Hi(Q, G) est un G-module de type
 fini pour tout i ? 0.

 On a: Ho(E.,) = G, Hi(E,,x) = 0 si i > 0, puisque Ex , est contractile:
 les modules d'homologie de Ex sont donc de type fini. La proposition r6sulte
 alors immediatement de la Proposition 1 du Chapitre III.

 COROLLAIRE. Dans les hypotheses precedentes, soient A et B deux parties de X
 telles que Hi,(A, G) et Hi(B, G) soient de type fini pour tout i ? 0. Alors Hi(EA,B , G)
 est de type fini pour tout i > 0.

 Puisque Ho(A) et Ho(B) sont de type fini, A et B ont un nombre fini de com-
 posantes connexes par arcs, Ak , Bj. Puisque Hi(EA,B) = Ej,k Hi(EAk,Bl), on
 voit qu'on peut se borner au cas ou' A et B sont connexes par arcs.

 Dans ce dernier cas, on applique la Prop. 1 du Chapitre III A l'espace EA,B
 fibre de fibre 0 et de base A X B.

 REMARQUES. 1. La Prop. 9 est applicable, en particulier, 'a tout polyedre fini
 simplement connexe.
 2. La Prop. 1 du Chap. III montre que, reciproquement, si Hi(Q) est de type
 fini pour tout i > 0, il en est de meme de Hi(X).

 PROPOSITION 10. Soit G un anneau principal, et supposons que Hi(X, G) = 0
 pour 0 < i < p. Alors la suspension 2 applique Hi(U, G) sur Hi+1(X, G) pour
 0 < i < 2p - 2, et est un isomorphisme pour 0 < i < 2p - 2.
 En particulier, Hi(Q, G) = 0 pour 0 < i < p - 1.

 Ce n'est que la transcription du Corollaire 2 ia la Prop. 5 du Chapitre III.
 PROPOSITION 11. Soit k un corps commutatif, et supposons que Hi(X, k) = 0

 pour i > n (n etant un entier fixe ? 2) et que Hn(X, k) - 0. Alors, pour tout
 entier i > 0 il existe un entier j, 0 < j < n, tel que Hi+j(U, k) = 0.

 Raisonnons par l'absurde, et soit i un entier mettant en defaut la conclusion
 de la proposition. Quitte ia remplacer i par un entier inferieur, on peut toujours
 supposer que H,(Q, k) 0 0. On a donc:

 2no = HM(X, Hi(Q, k)) = H,(X, k) 0 Hi(,2 k) # 0.

 Je dis que les elements de E"i sont des cycles pour dr quel que soit
 r ? 2. Comme dr applique Er" dans Er i ,rl on voit qu'on peut se borner

 differentielles dr 2 < r ? n. Mais pour celles-lai, le terme En-r i+r-1 aux dferniled, _ 2 -
 Hn-r(X, k) 0 Hi+r-1(0, k) est nul, d'apreis l'hypothese faite sur i. I1 en est
 done de meme de E4-t +r1 ce qui demontre notre affirmation.

 Mais d'autre part, ces 6elments ne peuvent etre des bords pour la diff6rentielle

 dr , puisque celle-ci diminue le degre-base et qu'ils sont de degr6-base maximum,
 n. I1 suit de lA que:

 Eni= Eni 0,
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 ce qui est absurde puisque Er , est contractile et a done tous ses groupes d'homo-
 logie nuls en dimensions strictement positives.

 COROLLAIRE. Dans les hypotheses precedentes, il existe une infinite de valeurs
 de i telles que Hi(Q, k) 5 0.

 On notera que ce corollaire resulte directement du Corollaire a la Proposition
 3 du Chapitre III.

 7. Application au calcul des variations (theorie de Morse)

 Soit X un espace de Riemann connexe et indefiniment differentiable. Si a

 et b sont deux points de X, designons par d(a, b) la borne inferieure des longueurs

 (au sens de la metrique riemannienne donnee) des arcs differentiables joignant
 a et b; la fonction d(a, b) est une distance sur X, compatible avec la topologie
 de X. Hopf et Rinow [17] ont montre que, lorsqu'on munit X de cette structure

 d'espace me'trique, les deux conditions suivantes sont equivalentes:5
 I) X est complet.

 II) Toute partie bornee de X est relativement compacte.

 Un espace de Riemann verifiant ces conditions sera dit complet ("normal",
 dans la terminologie d'E. Cartan).

 Soit alors X un espace de Riemann complet et connexe, et soient a et b deux
 points distincts de X (cette restriction n'etant d'ailleurs pas essentielle). Mar-
 ston Morse [25], [26] a montre qu'il existe des relations etroites entre les pro-
 prietes homologiques de Ea,b et les proprietes des geodesiques joignant a a b

 (nombre de telles geodesiques, nombre de points focaux sur une geodesique

 "non degeneree"). En particulier, on a le resultat suivant:
 PROPOSITION 12 (Marston Morse). Soient X un espace de Riemann connexe

 et complet, a et b deux points distincts de X, Ea.b l'espace des chemins traces dans
 X et joignant a d b, k un corps commutatif. Si Hi(Eab, k) 5 0 pour une infinite

 de valeurs de l'entier i, il existe une infinite de geodesiques de X joignant a d b.
 (On trouvera une demonstration de cette proposition dans le livre deja cite

 de Seifert-Threlfall [27], ?19, Satz III, tout au moins quand le corps k est celui
 des entiers modulo 2; leur demonstration est valable dans le cas general sans

 aucun changement.)
 Les resultats du numero precedent, joints a la Prop. 12, vont nous permettre

 de demontrer la Proposition suivante:

 PROPOSITION 13. Soit X un espace de Riemann connexe et complet tel que
 Hi(X, Z) 5 0 pour au moins un entier i - 0. Si a et b sont deux points distincts
 de X, il existe une infinite de geodesiques de X joignant a d b.

 (Dans cet enonce, Z designe, comme d'ordinaire, le groupe additif des entiers.)
 Soit T le revetement universel de X; on peut munir T d'une structure d'espace

 de Riemann telle que la projection canonique T -* X soit un isomorphisme
 local; il en resulte que T, muni de cette structure, est un espace de Riemann
 connexe et complet. Si a' designe un point de T se projetant sur a, et si (b')

 5 Hopf et Rinow ne demontrent ce resultat que lorsque l'espace de Riemann X est de
 dimension 2 et qu'il est muni d'une structure analytique reelle, mais leur demonstration
 vaut sans changement dans le cas qui nous interesse.
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 d6signe l'ensemble des points de T se projetant sur b, il y a une correspondance

 biunivoque (d6finie par la projection T -* X) entre les geodesiques de T joi-
 gnant a' a l'un des b' et les geodesiques de X joikgnant a a b. Distinguons alors
 deux cas:

 a) Le groupe -ri(X) a une infinite d'elements (exemple: X est un tore).

 11 y a alors une infinite de b'i ; comme sur tout espace de Riemann complet
 connexe il existe au moins une geodesique joignant deux points arbitraires [17],
 on en conclut que, pour tout i, il y a au moins une geodesique de T joignant

 a' a bi, d'oi, par projection sur X, une infinite de geodesiques joignant a A b.

 ,3) Le groupe 7ri(X) est fini.

 Dans ce cas, il nous faut montrer qu'Ll existe une infinit6 de geodesiques de

 T joignant deux points distincts donnes. Je dis d'abord que Hi(T, Z) $ 0 pour
 au moins un i > 0. Sinon, en effet, T serait acyclique et possederait un groupe
 fini d'operateurs sans points fixes, ce qu'on sait etre impossible (Voir par exem-
 ple, [6], Expos6 XII).

 D'apres le Lemme du Chapitre III, no 3, il existe donc un corps k et un entier
 i > 0 tels que Hi(T, k) $ 0. En outre, puisque T est simplement connexe,
 i _ 2. Appliquant alors le Corollaire de la Prop. 11, on voit qu'il existe une

 infinite de valeurs de i telles que Hi(9, k) 5 0, Q designant l'espace des lacets
 sur T.

 Soient alors x et y deux points distincts de T. D'apres le Corollaire 2 A la

 Prop. 5, E.,y et Q sont de m~me type d'homotopie. Ils ont donc memes groupes
 d'homologie, et l'application de la Prop. 12 montre qu'il existe une infinit6 de
 g6odsiques de T joignant x a y, ce qui acheve la demonstration.

 On notera que ce r6sultat est applicable a tout espace de Riemann compact et
 connexe.

 Note. Il serait tout a fait desirable d'appliquer des methodes analogues A
 celles de ce chapitre 'a 'espace des chemins fermes de X, espace qui est intime-
 ment lie aux geodesiques fermenes de X (Voir [25], Chap. V1III). On sait que cet
 espace a 6te d6fini par M. Morse (loc. cit.) comme une limite des produits "cy-
 cliques" successifs de X avec lui-meme et non comme un espace fonctionnel;
 c'est bien entendu ce qui en complique l'etude.

 II serait egalement interessant d'appliquer les resultats de ce num6ro a la
 theorie de lIt categorie au sens de Lusternik-Schnirelmann. Il est assez naturel
 d'utiliser pour cela la notion de longueur, due a Froloff et Elsholz, et dont je
 rappelle la definition:

 Soit Q un espace connexe, H*(Q, k) l'anneau de cohomologie singuliere de
 'a, coefficients dans le corps k. On appelle k-longuewur de Q la borne superieure

 des entiers n tels qu'il existe des elements x, *1 , X- e H*(O, k), tous de
 dimension > 0, et de produit non nul.

 Nous nous bornerons a donner le resultat suivant:
 PROPOSITION 14. Soit X un espace connexe par arcs et simnplement coninexe,

 Q l'espace des lacets sur K. Si k est en corps comrnitatif q(Peiconque, poutr qpe la
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 k-longuciir de Q soit infinie, il faut et il suffit que H5(Q, k) 5 0 pour une infinitn
 de valeurs de l'entier i.

 La necessite est evidente. Pour voir la suffisance, appliquons les resultats du
 no 2 (theoreme de Hopf). Soit B un systeme minimal de generateurs honiogbnes
 de H*(Q, k). Distinguons deux cas:

 a) B a une infinite d'elements.

 Alors, d'apres le th. de Hopf, le produit d'un nombre quelconque de ces 616-
 ments est non nul, et la k-longueur de Q est bien infinie.

 f) B a un nombre fini d'elements.

 Soit alors q la borne sup6rieure des degres des 6l6ments de B. Si la k-longueur
 de Q eltait un entier fini n, il en resulterait que Hi(Q, c) = 0 pour i > q(n - 1),
 d'oui, pour les memes valeurs de i, Hi(Q7 k) = 0, contrairement 'a 1'hypothese
 faite.

 COROLLAIRE. Soit X un espace de Riemanrn compact corinexe simplcment con-
 nexe et non r6duit a un point, S2 l'espace des lacets sur X. Pour tout corps k, la
 k-longueur de S2 est infinie.

 8. Application au calcul des variations: les geodesiques transversales a deux
 sous-varietes

 Soit X un espace de Riemann compact, A et B deux sous-varietes de X.
 Marston Morse a montre que, si Hi(EA,B Ic) s 0 pour une infinite de valeurs
 de i (k eltant un corps commutatif), alors il existe une infinit6 de geodesiques de
 X, dont l'origine appartient a A, l'extremit6 a B, et qui sont transversales a A
 et B. Nous nous proposons de donner dans ce numero des conditions suffisantes
 pour qu'il en soit ainsi.

 L'espace EZB .

 Commengons par etudier le cas oui A est r6duit au point x. Pour cela, consi-
 derons l'espace EX., B. on sait (Prop. 7') que cet espace admet une retraction
 de d6formation sur B, donc a memes groupes d'homologie et de cohomologie
 que B. D'autre part, si f e EX,B , d6signons par p(f) le point f(O) E X. L'applica-
 tion p est continue, et on voit comme au n? 4 que le triple (EX,B, P, X) est un
 espace fibre; il est clair que les fibres de cet espace fibre ne sont autres que les
 divers espaces EX,B , x e X. En definitive, nous avons donc obtenu un espace
 fibre d'homologie isomorphe a celle de B, dont la fibre est EX,B et dont la base est
 l'espace X. Cet espace gen6ralise celui etudi6 au no 5 (qui correspond au cas ou'
 B est r6duit a un point). On tire de Ea:

 PROPOSITION 15. Soient X un espace connexe par arcs et simplernent connexe,
 B un sous-espace de X, x e X. Supposons que:

 (a) Hn(X, lo) # 0 et Hj(X, k) = 0 si i > n (n 6tant un entier ?2).

 (b) II-(B, k) = 0 si i > n, k designant un corps commutatif.
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 II existe alors une infinite de valeurs de l'entier i telles que l'on ait Hi(ExB , k) $ 0.

 Raisonnons par l'absurde, et soit mn le plus grand entier tel que Hm(Ex, , k) $ 0;
 d'apres la Prop. 3 du Chapitre III, on a:

 Hm+n(ExB I k) = Hn(X, k) 0 Hm(Ex, I k) $ 0,

 ce qui est absurde puisque Hmf+l(ExB , k) = Hnt+n(B, k) = 0.

 Application aux geodesiques.

 PROPOSITION 16. Soit X un espace dc Riemann compact connexe et simplement
 connexe et soient A et B deux sous-varietes ferm~es de X, telles que A n B = 0;
 on suppose en outre que A est d4formable en un point x e X. Ii existe alors une

 infinite de geodesiques de X qui sont transversales a A et B.
 Soit k un corps quelconque, n la dimension de X; on a n > 2 puisque X est

 compact et simplement connexe. II suit de la que le couple (X, B) verifie toutes
 les conditions de la Prop. 15. On en conclut qu'il existe une infinite de valeurs
 de i telles que:

 Hi(Ex, I. k) 5- O.

 Mais, d'aprb's la Prop. 5 du no 4, EAB a meme type d'homotopie que A X E ,B,
 d'oui le fait que Hi(EA,B , k) $ 0 pour une infinite de valeurs de l'entier i, ce
 qui d6montre la proposition.

 Note. On trouvera une demonstration des r6sultats utilises dans ce n0 dans le
 livre de Seifert-Threlfall, [27], ?22, no 7.

 9. Homologie et cohomologie de 1'espace des lacets sur une sphere.

 Prenons pour espace X la sphere Sn (n _ 2), et etudions l'espace Q des lacets

 en un point x e S.. Si E designe l'espace des chemins d'origine x traces dans
 Sn ) on sait que E est un espace fibre contractile, de fibre Q, et de base S, . On
 peut donc lui appliquer la suite exacte de Wang (Chapitre III, no 6):

 *- *- Hi(E) <-- Hi(S) - Hin+l1() 4-- Hi+,(E) *-

 Puisque E est contractile, Hi(E) = 0 pour i > 0, d'ou:

 Hi(Q) = Hi-n+1(2) si i > 0.

 Comme HW(U) = Z et Hi(Q) = 0 Si i < 0, on voit que l'on a ainsi obtenu:
 PROPOSITION 17. Les groupes d'homologie a coefficients entiers de l'espace Q

 des lacets sur S, sont les suivants:

 Hi(Q) =-Z si i-0 mod. (n- 1)

 H(Q2) = 0 si i 0 O mod. (n-1)

 (Ce resultat est du essentiellement a M. Morse [25].)
 Nous allons maintenant 6tudier la structure multiplicative de l'anneau de

 cohomologie 'a coefficients entiers de Q; cette structure jouera un role important
 au Chapitre V.
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 Pour cela, ecrivons la suite exacte de Wang en cohomologie; on obtient le
 meme resultat que plus haut, avec le complement suivant: L'isomorphisme

 6: HI(Q) - H' '(2), deftni par la suite exacte de W~ang, est une derivation si n
 est impair et une antiderivation si n est pair (Chap. III, Prop. 7).

 Definissons une famille fe,} d'elements de H*(Q) de la fagon suivante: eo = 1,
 6ep = ep_1 (p _ 1).

 11 est clair que ces relations definissent sans ambiguite les ep par recurrence

 stir p, et que ep forme une base de Hp~n'(2). Pour connaitre la structure multi-
 plicative de H*(Q), it nous suffit done de calculer ep * eq e Hf(P+q)(n-1)(Q); c'est
 ce qui est fait dans la proposition suivante:

 PROPOSITION 18. Les hypotheses et notations etant celles de la Prop. 17, soit

 ep I (p = 0, 1, * ) la base de H*((Q) definie comme il vient d'etre dit. Les elements
 e, sont de degre p(n - 1) et verifient la loi de multiplication:

 ep * eq = cpqep+, oU cpq est donne par:

 (a) Si n est impair: cp, q = (P + q)
 p! q!

 (d) Si n est pair : Cp q = 0 si p et q sont impairs,

 cpq (p + q)/2] ! sinon.
 [p/'2]! [q/2]!

 (On a note [xi la partie entiere du nombre x.)
 Calculons y = 6(e e q). Puisque 0 est une derivation (si n est impair), ou

 une antiddrivation (si n est pair), on a dans tous les cas:

 y = ep * eq + (- 1)'(n-ep - Oe, = ep-1 . e + (- e - e

 = (Cp -1q + ( 1)Ppflnl)Cp,q-_i) ep+q-1 .

 M'ais d'autre part, eC , eq = Cp-17piq , d'oli y = Cp,q ep+q- . En comparant,
 on obtient:

 Cp,q = Cp-l,q + (-)p(n-1 ) Cp,q-1

 II est clair que cette relation determine cpq par recurrence sur p + q A partir
 (le Cao, = 1. Il suffit alors de verifier que les expressions que nous avons donnees
 dans 1'6nonce de la Prop. 18 satisfont a la relation precedente, ce qui r~sulte des
 proprietes connues des coefficients binomiaux.

 COIRIou.-URIR: 1. Si n ('stimpair, on a: (el)' = p!e,. Si n est pair, on a: (e 1)2 = 0,
 - p = p , t1'p = IC'p*C = C'p+l

 (On observera que les formules preleldentes suffisent a retrouver la table de
 mu1ltiplication des e1,

 COROLLURI' 2. DC.3'iqlons par 12, i'es pace des lace(s sar la sphere S, . L'aleqbre
 I1*(92,) it pair, cet isomorphe aui' prodiuit tensoriel des alge.bres lJ*(Sn,-) et

 Cela resulte itrurecdiatemnent de 1;i Propositioni 18.
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 COROLLAIRE 3. Soit K un corps de caracteristique nulle. Alors, si n est impair,
 H*(Qn, aK) est isomorphe d une algebre de polynomes a un generateur de degre

 (n - 1); si n est pair, H*(Qn K) est isomorphe au produit tensoriel d'une alge?bre
 exterieure engendree par un element de degre (n - 1) et d'une algeqbre de polynomes
 engendree par un element de degre 2(n - 1).

 Cela resulte immediatement du Corollaire 1.

 Prenons maintenant pour coefficients un corps K de caracteristique p, et

 designons par fi les e(,i), i = 0, 1, * . . On tire facilement de la Prop. 18 le
 fait que (fi)' = 0 et que les f~'***faq(O ? ai < p) forment une base de
 H*(Q, K) (Cf. J. Dieudonne, Semi-derivations et formule de Taylor en carac-

 teristique p, Archiv der Math., 2, 1950, p. 364-366). D'ou':

 COROLLAIRE 4. Soit K un corps de caracteristique p; si n est impair, l'algeqbre
 H*(Qn K) est isomorphe d une algebre de polynomes d une infinite de generateurs

 fq (i = 0, 1, * * ), modulo l'ideal engendre par les (fi)P. Les fi sont de degre pt(n-1).
 Il suit de la que, si p = 2, H*(Qn , K) est une algebre exterieure engendr&e

 par des elements de degre 21(n - 1) (n pair ou impair).
 Note. Les corollaires 3 et 4 sont valables sans changement pour 1'espace des

 lacets sur un espace X ayant meme cohomologie (a valeurs dans K) que Sn et
 simplement connexe.

 CHAPITRE V. GROUPES D'HOMOTOPIE

 1. Methode generale

 Soit X un espace connexe par arcs dont l'homologie est supposee connue;

 nous voulons determiner, au moins en partie, les groupes d'homotopie de X.

 Pour cela, definissons une suite d'espaces (Xn, Tn) de la maniere suivante:

 XO = X;
 T1 est le revetement universel de Xo

 X1 est 1'espace des lacets sur T,;
 T2 est le revetement universel de X1

 X2 est 1'espace des lacets sur T;
 etc.

 LEMME 1. Les groupes d'homotopie des espaces Xn sont donnes par les formules:

 7O(Xn) = 0, 7rl(X.) = rn,+l(X), 7r * 'i(X.) = 7ri+n(X).

 Ces formules sont vraies si n = 0; raisonnons par recurrence, et supposons-

 les vraies pour n - 1. Comme T. est le revetement universel de X,,- on a:

 7ro(Tn) = 7r,(Tn) = 0, 7ri(T.) = 7ri+n-1(X) (i > 2)

 Mais d'autre part, si A est un espace connexe par arcs et simplement connexe et

 B est l'espace des lacets sur A, on a 7r1(B) = 7ri+?(A), comme il resulte de la
 definition des groupes d'homotopie donn&e par Hurewicz [18], ou encore, si 1'on
 veut, de la suite exacte d'homotopie appliquee a 1'espace fibre des chemins de A
 dont 1'origine est fixee.

 En appliquant ceci a A = Tn, B = X,,, on obtient le resultat cherche.
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 COROLLAIRE. Si n > 1, on a: H1(Xn, Z) = rn+,(X).
 Ainsi, si l'on pouvait calculer les groupes d'homologie a coefficients entiers

 des espaces Xn et Tn )on connaitrait les groupes d'homotopie de X. En fait, les
 m6thodes A notre disposition sont trop faibles pour pouvoir satisfaire A une
 pareille exigence. Cependant, en utilisant les r6sultats du Chapitre IV nous
 obtiendrons des relations 6troites entre H(Tn) et H(Xn), et en utilisant la suite
 spectrale des revetements (Chapitre I, n?6), nous obtiendrons egalement des
 relations entre H(Tn+1) et H(Xn). L'etude de cette derniere suite spectrale sera
 grandement facilitee par le fait que le groupe fondamental de Xn (i.e. 7rn+l(X))
 opere trivialement sur les groupes d'homologie et de cohomologie de Tn+1 si

 n > 1; en effet, Xn est alors un H-espace (Chap. IV, Prop. 1) et tout H-espace
 jouit de cette propriete (Chapitre IV, Cor. a la Prop. 3).

 Conditions de validite.

 La methode qui precede n'est pas applicable telle quelle a tous les espaces X
 connexes par arcs. En effet, pour pouvoir utiliser le revetement universel de
 l'espace Xn, nous devons nous placer dans les conditions d'application du Chap. I,
 n06, c'est-a-dire exiger que Xn soit localemont connexe par arcs et localement
 simplement connexe.6

 Nous allons indiquer une propriete de X qui entraine que les conditions
 precedentes soient remplies:

 DDEFINITION. Nous dirons qu'un espace X est (ULC) s'il existe un voisinage
 9U de la diagonale de X X X, et une application continue F: cL X I -1 X, telle que:

 (a) F(x, x, t) = x pour x EX, t EI;

 (b) F(x, y, 0) = x, F(x, y, 1) = y pour (x, y) El.

 EXEMPLE: Tout retracte absolu de voisinage, et en particulier tout polyedre,
 est (ULC).

 Si X est (ULC), il en est de meme de l'espace des lacets sur X et du revetement
 universel de X, comme on le voit tout de suite. II suit de la que les espaces

 X, et Tn attaches a X sont (ULC), et, a fortiori, localement connexes par arcs,
 et localement simplement connexes.7

 Dans la suite de ce chapitre, nous nous bornerons a etudier l'homotopie des
 espaces (ULC).

 6On peut toutefois se debarrasser de cette condition; pour cela, il faut renoncer a uti-
 liser les espaces Xn et T. et se borner a parler de leurs "complexes singuliers". On doit
 alors transposer les Chapitres II et IV pour les mettre en accord avec ce point de vue, ce
 qui n'offre pas de difficultes essentielles. On peut ainsi 6tablir les Prop. 1 et 2 du no 2 en
 toute gdn6ralit6, telles qu'elles sont enoncees dans [28].

 7Signalons que, dans ce cas, X,, est homeomorphe a l'espace des applications inessen-
 tielles de la sphere Sn dans l'espace X qui envoient un point fix6 de Sn en un point fixe
 de X.
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 2. Premiers resultats

 PROPOSITION 1. Soit X un espace (ULC) tel que ro(X) = irl(X) = 0, et sup-
 posons que les groupes Hi (X, Z) soient de type fini pour tout i ? 0. Alors les groupes
 7rj(X) sont de type fini pour tout i _ 0.

 11 nous suffit evidemment de montrer que les groupes d'homologie des espaces
 Xn et Tn sont de type fini en toute dimension.

 Ceci est vrai pour Xo = X par hypothese; pour T1, puisque T1 = Xo ; c'est
 aussi vrai pour X1, puisque X1 est l'espace des lacets sur T1 (appliquer la Prop.
 9 du Chap. IV avec G = Z).

 Raisonnons par r6currence sur n, et supposons ce fait demontr6 pour n - 1,
 avee n_ 2.

 Montrons que Hi(Tn, Z) est de type fini pour tout i ? 0. Pour cela, soit
 II = 7,n(X) le groupe fondamental de Xn-1; II est un groupe abdlien de type
 fini puisqu'il est 6gal 'a H1(X-1, Z), et il opere trivialement sur les groupes
 d'homologie de Tn , d'apres ce qui a e dit au n'l. Considerons la suite spectrale
 attachde au rev~tement Tn -+ Xn,; d'apres la Prop. 4 du Chap. I, le terme
 E de cette suite est isomorphe a Hp,(H, Hq(Tn, Z)),et le terme E. est le groupe
 gradu6 associ6 a H(Xn-1, Z). Puisque H opere trivialement sur Hq(Tn, Z)
 on a:

 E2 9 = Hp(H, Z) ? Hq(Tn, Z) + Tor(Hp-1(H, Z), Hq(Tn, Z)).

 On peut alors recopier le raisonnement de la Prop. 1 du Chapitre III, partie

 (b): puisque II et les Hi(XY-1, Z) sont de type fini, on en tire que les Hi(Tn, Z)
 sont de type fini.

 Cela 6tant, la Prop. 9 du Chap. IV d6ja cit6e montre que Hi(Xn, Z) est de
 type fini pour tout i, ce qui acheve la demonstration.

 Variantes. En compliquant un peu la d6monstration, on peut se borner a

 supposer que Hi(X, Z) est de type fini pour i < n (n ? 2); on montre alors que
 7ri(X) est de type fini pour i < n, et que, pour i = n, le noyau de I'homomor-

 phisme: 7rn(X) H,(X, Z) est de type fini ainsi que le quotient de Hn(X, Z)
 par son image. On peut egalement remplacer i'hypothese "X est simplement
 connexe" par la suivante: "X est simple en toute dimension". Comme nous
 n'utiliserons pas ces rdsultats, nous en laissons la verification au lecteur.
 Rappelons le r6sultat suivant, bien connu:
 Si X est un polyedre fini, 7ri(X) est d~nombrable (immddiat par approximation
 simpliciale, Cf. [18]).

 PROPOSITION 2. Soit X un espace (ULC) tel que 7ro (X) - 7r (X) = 0 et que
 les groupes Hi(X, Z) soient de type fini pour tout i. Si k est un corps, supposons
 que Hi(X, k) = 0 pour 0 < i < n; alors 7r,(X) ? k = 0 pour 0 < i < n, et
 7rn(X) ? k = Hn(Xs k).

 Nous prouverons d'abord le rdsultat suivant:
 LEMME 2. Avec les hypotheses precedentes on a (si j ? n - 1):

 [Hj(Xjk) = 0 si i+j < n et i> 0,

 lHI(Xj, k) = II,(X, k) si i + j = n.
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 Nous raisonnerons par recurrence sur l'entier j, le lemme 6tant visiblement
 vrrai sij = 0. Supposons-le vrai pour j - 1 (1 < j < n -1).

 Considdrons d'abord Tj, revetement universel de Xj1; soit IH le groupe
 fondamental de Xj_1; on a II 0 k = H1(X_11) 0 k = H1(Xj,, k) = 0. Comme
 H est de type fini d'apres la Prop. 1, il suit de la que H est un groupe fini dont
 l'ordre est premier A la caract~ristique de k. En appliquant alors le Cor. 2 a

 la Prop. 4 du Chap. I, on voit que Hi(Tj, k) = Hi(Xj-1, k) pour tout i > 0.
 En appliquant la Prop. 10 du Chap. IV A Tj et A son espace de lacets Xi,

 on obtient le rdsultat cherch6.

 Ce lemme une fois de'montr6, on peut ecrire:

 7ri(X) (0 k = HI(Xi-1) 0 k = H1(Xjj, k), d'ou':
 si i < n, 7ri(X) 0 k 0, et
 si i = n, 7rn(X) 0 k = Hn(X, k), cqfd.

 REMARQUES. 1. Il resulte de la demonstration precedente et dti diagramme

 (I') du Chap. II, n?7, que l'isomorphisme entre 7rn(X) 0 k et HM(X, k) est
 d6fini par I'homomorphisme canonique: 7rn(X) -> Hn(X). 2. Si on remplace le
 corps k par l'anneau Z des entiers dans 1'enonce de la Prop. 2, on obtient un

 thdorbme classique d'Hurewicz [18]; la demonstration precedente est encore
 valable, et se simplifie meme notablement, du fait que les groupes H qui y inter-
 viennent sont r6duits A l'6e6ment neutre. 3. En compliquant un peu la d6mons-
 tration, on peut prouver ceci: si k est de caract6ristique p, les composantes
 p-primaires de 7rn(X) et de Hn(X) sont isomorphes. (Rappelons qu'on appelle
 composante p-primaire d'un groupe ab6lien A le sous-groupe de A form6 des
 616ments dont l'ordre est une puissance de p.)

 3. Finitude des groupes d'homotopie des spheres de dimension impaire

 LEMME 3. Soit X un espace tel que 7ro(X) = irj(X) = 0 et que l'algebre de
 cohomologie de X a coefficients dans un corps K soit isomorphe a une algebre de
 polynomes K[u], engendree par un eenment u de degre n pair (n _ 2).

 Dans ces conditions, l'algebre d(- cohomologie H*(Q, K) de l'espace Q des lacets
 sur X est isomorphe a une algelbre exterieure engendre'e par un element v de degre'
 n-1.

 (Autrement dit, H0(&?, K) = HIn-,(Q K) = K, et H'(Q, K) = 0 si i $ 0 et
 i - n - 1.)

 D'apres la Prop. 10 du Chap. IV, H'(Q, K) est isomorphe a H+1(.Y, K)
 pour i < 2n - 2. D'oU le fait que I'i(Q, K) = 0 pour 0 < i <n - 1.

 D'autre part, considerons la suite spectrale de cohomologie du n?5 du
 Chap. IV. Vu les hypotheses faites, on peut appliquer la Prop. 8 du Chap. II qui
 montre que le terme E2 est isomorphe au produit tensoriel gauche d'algebres:
 H*(X, K) 0 H*(Q, K). Nous identifierons H*(X, K) et H**(Q, K) aux sous-alge-
 bres H*(X, K) 0 1 et 1 0 H*(Q, K) de ce produit tensoriel. On observera
 enfin que les seules differentielles dr eventuellement non nulles sont celles qui
 correspondent a r = n, 2n, 3n, ... etc.
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 )'oapres la Prop. 10 du Chap. IV deja citee, H"'(92, K) est 1'ensemrnle des
 multiples d'un 6lement v tel que:

 d = u.

 Designons par U 1'ensemble des 6lments de E,, dont le degre-fibre est infeliielr
 ou egal a n - 1. Les e1lments Uk et Ilk 0 v forment tine base homogene de U,
 et l'on a:

 d (uk)= 0 d (uk ? v) = Uk+1 (k = o 1 ...)

 I1 suit de la que tous les cocycles de U sont des cobords (sauf l'element unlite 1),

 et il en resulte que l'image U, de U dans les termes E, suivan+;s est nulle en
 dimension >0.

 Nous allons maintenant montrer qu'il n'existe aucun element de H*(Q, K)
 de degre ? n et non nul (ce qui achevera la demonstration). lRaisonnons par

 l'absurde. et soit w 54 0, homogene et de degre > n, et appartenant a H*(Q, K);
 on peut supposer en outre que w est de degre minimum parmi tous ceux qui
 jouissent de cette proprikt& Nous allons examiner les differentielles succes-sivees
 de w. Vu la derniere hypothese faite sur w, les drw appartiennent 'a Ur, et sont
 done nuls si r > n. Ceci montre que la seule diff6rentielle a examiner est dn.

 Or dnw = u 0 w', avec w' c H*(Q, K) et deg. w' = deg. w -n +1. On a done
 w'= kv, k c K, et dnw = ku 0 v. AMais puisque dn(u 0 v) = lt2 5 0, ceci entraine
 k = 0 et dew = 0. I1 suit de la que toutes les differentielles de w sont nulles, et
 que w definit un element non nul de E. ce qui est ahsurde puiisque E,, est nul
 en toute dimension >0.

 Ceci acheve la demonstration du lemme.
 Note. Ce lemme peut etre considere comme une reciproque (partielle) (1'Wuf

 theorbme de A. Borel [1], disant que, si I'algebre de cohomologie de Q est une
 algebre exterieure, alors celle de X est une algebre de polynomes. On observera
 que ces deux resultats sont valables sans hypothese sur le corpS de base, alors

 que, "en sens inverse", si l'on suppose que l'algebre de cohomologie de X est
 une algebre ext~rieure 'a un gdnerateur, celle de Q n'est une algehre de polynomes
 que si la caract6ristique de K est nulle (Cf. Chapitre IV, Cor. 3 a la Prop 18).

 Soit S,, une sphere de dimension impaire (n > 3), et d6finissons les espaces
 X,,. et Tm comme il a ete dit au nol. Nous allons determiner H*(Xin, K) et
 H*(Tm , K), K etant un corps de caract6ristique nulle.

 Puisque T1 = X, X1 est l'espace des lacets sur Sn, et d'apres le Cor. 3 a la Prop.
 18 du Chap. IV, H*(X1, K) est isomorphe a une algebre de polynomes a un

 generateur de degre n - 1. Comme T- = X,, il en resulte que H*(X2, ,K) est
 isomorphe a une algebre exterieure engendr&e par un 6I6ment de degre n -- 2
 (Lemme 3). Ccci signifie que H*(X2 , K) = H*(S,_2 , K). En utilisant 'a nouveau
 le Cor. 3 a la Prop. 18 du Chap. IV, on voit que H*(X3, K) est isomorphe a
 une alge'bre de polynomes engendree par un element de degre n - 3. (Ceci est
 licite, car la demonstration de ce corollaire s'appuyait uniquement sur la suite
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 exacte de Wang, qui est valable sous des hypotheses purement homologiques.)

 On peut continuer cette determination de proche en proche, et l'on trouve al-
 ternativement une algebre de polynomes et une algebre exterieure. En parti-

 culier, H*(Xn,, , K) est une algebre exterieure engendree par un element de
 degre 1.

 Soit Tn le revetement universel de X,-l ; puisque iri(Xni-) = n7r(Sn) = Z2
 on peut appliquer a ce revetement le Cor. 1 A la Prop. 4 du Chap. I et on voit

 ainsi que HZ(Tn , K) = 0 Si i > 0. (Comparer avec le fait que le revetement
 universel de T, tore a une dimension, est R.) I1 suit de IA que Hi(Tn , K) = 0
 Si i > 0, d'oui (Prop. 2) ri(Tn) 0 K = 0 pour tout i. Comme 7ri(Tn) = ri+n-,(Sn)
 (i > 2), il suit de la que:

 7r(S) 0 K=0 si i > n.

 Cette relation signifie que le groupe -rx(Sn) est un groupe de torsion (i > n);
 mais comme c'est un groupe de type fini (Prop. 1), c'est done un groupe fini, et
 nous avons demontre la proposition suivante:

 PROPOSITION 3. Les groupes ri(Sn) (i > n) sont finis si n est impair.
 Note. On pourrait etudier par un procede analogue les groupes d'homotopie

 des spheres de dimension paire. Les calculs etant plus compliques, nous avons
 prefere suivre une methode indirecte que l'on trouvera au n?6.

 4. Calculs auxiliaires

 Dans tout ce n?, X designera un espace connexe par arcs et simplement con-

 nexe, Q l'espace des lacets traces dans X. On notera Er la suite spectrale de
 cohomologie de l'espace des chemins traces dans X et d'origine fixee (Cf. Chap.
 IV, n?5), les coefficients etant pris dans un corps K de caracteristique p. Nous
 6crirons H*(X) et H*(U) au lieu de H*(X, K) et H*(Q?, K).

 Ces conventions etant posees, donnons d'abord un Lemme qui est une legere
 variante du Cor. 4 a la Prop. 18 du Chap. IV:

 LEMME 4. Supposons que H(X) = H'(Sq) pour i < p(q - 1) + 1 (q impair
 > 3). Alors le sous-espace de H*(Q) forme des elements de degre < p(q - 1) admet
 une base homogyne formee des elements:

 { 1, y2, * **, Z} OU deg.y = q-,deg. z = p(q -1), yP O.

 En dimension inferieure ou egale a p(q - 1) + 1, on a E2 = H*(X) 03 H*(Q).
 II en resulte que tout element homogene de E2 dont le degre total est
 <p(q - 1) + 1 appartient soit a H*(Q), soit A x 0 H*(Q), oui x designe un
 el6ment non nul de H'(X). Puisque les differentielles dr augmentent le degre
 total d'une unite et le degre-base de r unites, on voit que, pour les elements
 de degre total < p(q - 1), la seule differentielle a considerer est dq . Comme
 le groupe terminal E. doit etre nul en toute dimension strictement positive, on
 en conclut que dq definit un isomorphisme 0 de Ht(Q) sur Hi-+,(O) pour
 0 < i < p(q - 1).

 En outre, q etant impair, cet isomorphisme est une derivation. De la premiere
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 propriet6 de 0, on tire que Hi(Q) = 0 si i 3 0 mod.(q - 1) et Hi(Q) = K si
 i = 0 mod.(q - 1), pour i ? p(q -1). On designera par y un element non nul
 de H-1((Q), par z un element non nul de HP(q-l)(Q). De la deuxieme propriete
 de 0, on tire que 0(y') = j Oy, d'o' y' $ 0 si j < p, et yP = 0. Ceci acheve
 la demonstration.

 LEMME 5. Supposons que le sous-espace de H*(X) forme des elements de degre
 < mp (m pair ? 2) admette une base formee des elements homogenes:

 {1,y y2,... ,y"', z}

 ou deg. y = m, deg. z = pm et yP = 0. Alors le sous-espace de H*(Q) forme des

 elements de degre ? mp -2 admet une base formee des elements homogenes { 1, v, t}
 ou' deg. v = m - 1 et deg. t = mp - 2.

 En dimension <mp, E2 = H*(X) 0 H*(Q) et d'autre part, d'apres la Prop.

 10 du Chap. IV, H7(Q) = 0 si 0 < i < m - 1, et Hm'((Q) est engendre par un
 element v tel que dmv = Y.

 On tire de la que les elements de Em de degre-fibre < m - 1 et de degre total

 < mp - 1 forment un sous-espace U de Em, stable pour dm , et admettant la
 base homogene suivante:

 La diff6rentielle dm y est donnee par les formules:

 dmyk = 0 pour tout k, dmyk 0 v = Yk+1

 I1 suit de la' que tous les cocycles de U sont des cobords, a la seule exception

 des combinaisons lineaires de 1 et de y'P- 0 v (ce dernier parce que yP = 0).
 En outre ces elements sont des cocycles pour les differentielles d, (r > m) vu
 que leur degre-fibre est 0 et m - 1.

 Cela etant, on montre comme dans le lemme 3 que H'(Q) = 0 pour m - 1 <
 i < mp - 2. Par contre, en dimension mp - 2, il doit y avoir un element t tel que:

 dm(p-l)t = yP-1 0 V,

 sinon, yP-1 0 v definirait un element non nul de E.m, ce qui est impossible.
 Enfin, tout element de H m2(Q) est un multiple scalaire de t, car tout autre
 element serait un cocycle pour toutes les differentielles dr, done definirait encore
 un element non nul de E.. La demonstration est done achevee.

 5. Le premier groupe d'homotopie d'une sphere de dimension impaire qui est
 non nul modulo p

 Dans ce numero, X sera une sphere de dimension impaire 2n + 1 (n ? 1),
 et Xi sera l'espace defini 'a partir de X comme il a ete dit au nol. Nous noterons
 encore H*(Xi) l'algebre de cohomologie de Xi a coefficients dans un corps de
 caracte'ristique p. Nous allons calculer les premiers groupes de cohomologie
 des Xi:
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 LEMME 6. Les algebres de cohomologie H*(X2i-1) et H*(X2i), 1 _ i n,
 admettent les bases homoge'nes suivantes:

 (H*(X2i-1): base {1, x, x2, * * x*"', y} (en dimension <p(2n - 2i + 2)),

 ou deg. x = 2n -2i + 2, deg. y = p(2n -2i +2), xP = 0.

 H*(X2i) base {1, v, t} (en dimension <p(2n - 2i +2) - 2)

 oui deg. v = 2n - 2i + 1, et deg. t = p(2n - 2i + 2) -2.

 Pour i = 1, le lemme resulte immediatement des lemmes 4 et 5. A partir de
 la, raisonnons par recurrence sur l'entier i (2 < i < n).

 Nous devons d'abord determiner H*(X2i-1) jusqu'a la dimension p(2n -
 2i + 2); je dis que nous pouvons appliquer le lemme 4, en posant X = X2i-2,

 Q = X2i-1, q = 2n - 2i + 3. En effet, d'apres l'hypothese de recurrence, on
 a H*(X2V2) = H*(Sq) pour les dimensions < p(2n - 2i + 4)- 3 et il nous faut
 seulement verifier que:

 p(2n - 2i + 4) - 3 ? p(q - 1) + 1;

 or ceci s'6crit: p(2n - 2i + 4) - 3 ? p(2n - 2i + 2) + 1, ou encore 2p ? 4,
 ce qui est bien exact.

 Ceci fait, la determination de H*(X2i) rdsulte tout de suite du Lemme 5.
 Nous allons tirer de la la proposition suivante:
 PROPOSITION 4. Designons par Fp le corps fini a p elements, p premier. Si

 m est impair _ 3, on a:

 7ri(Sm) 0 Fp =O pour m < i < m + 2p-3,

 iri(Sm) 0 Fp= Fp pour i = m + 2p-3.

 Posons m = 2n + 1 pour nous conformer aux conventions de ce no. D'apres

 le lemme 6, 1'espace X2n defini a partir de X = S2n+1 comme il a e't dit au 11l

 a pour cohomologie a coefficients dans Fp les groupes suivants:

 HO(X2n) = H'(X2n) = H2 2(X2n) = Fp et Hi(X2n) = 0 si 1 < i < 2p - 2.

 Le groupe fondamental de X2n est 7r2n+l(S2f?+l) = Z, et son revetement universel
 est T2n+? ; en outre Z opere trivialement sur les groupes d'homologie et de co-
 homologie de T2n+1 (Cf. nol). En appliquant le Cor. 1 a la Prop. 4 du Chap. I,
 on trouve alors que:

 H?(T2n+1) = H2 2(Tp?2,+1) = Fp et H'(T2n+l) = 0 si 0 < i < 2p - 2.

 En appliquant la Prop. 2 a T2n+l,, on obtient:

 7i(T2n+l) 0 Fpv = 0 si i < 2p - 2 et 7r2p-2(T2n+l) 0 Fp = Fp.

 Comme ir(T2n+1) = 7ri(X2n) = ri+2n(S2n+l) si i _ 2, la proposition est d6montree.
 EXEMPLE. 7ri(S3) 0 Fp = 0 pour 3 < i < 2p: ceci signifie que le groupe

 7ri(S3) est un groupe fini dont l'ordre n'est pas divisible par p. De plus 7r2,(S3,) 0 F,
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 - Fp: le groupe 1r2,(S3) est somme directe d'un groupe fini dont l'ordre n'est pas
 divisible par p et d'un groupe cyclique d'ordre pk (k _ 1). I1 est a noter que la

 mdthode que nous avons suivie ne nous donne aucun renseignement sur l'entier

 k; pour en obtenir, il faudrait effectuer des calculs a coefficients entiers cc qui est

 incomparablement plus difficile qu'a coefficients dans un corps (nous n'avons

 pu les faire que pour les petites valeurs de i).
 On notera que W6(S3) 0 F3 = F3 ; l'on savait deja que 7r6(S3) 0 F3 etait

 different de zero: resultat obtenu par N. E. Steenrod (et non publie).
 Extensions possibles des resultats precedents. Nous avons obtenu le premier

 groupe d'homotopie de Sm (mn impair > 3), apres le m-e'me, qui fasse intervenir
 un nombre premier donne. I1 est possible de pousser plus loin notre methode et

 d'obtenir des renseignements sur les groupes suivants. Cependant les calculs se

 compliquent avec une si grande rapidite qu'il n'a pas ete juge utile de les donner
 ici.

 6. Varietes de Stiefel et spheres de dimension paire

 Soit W2mi- la variete des vecteurs unitaires tangents a la sphere Sm
 (m pair _2); cette variete a Rte etudiee par Stiefel qui a notamment calcule
 ses groupes d'homologie:

 Ho(W2m-1) = H2m-1(W2m-1) = Z, Hm-l(W2m_1) = Z/(2)

 et les autres groupes d'homologie sont nuls.

 Cette variete est fibree de fagon evidente, la fibre etant Sm-1, la base Sm (il
 serait facile, en utilisant ce fait, de retrouver au moyen de la suite spectrale les

 groupes d'homologie de W2m-1). De cette fibration resulte la suite exacte suivante:

 * * -> Ti(W2m-l) --->7i(Sm) -->7i-l(sm-1) --+7i-l(W2m-1) - * * -

 Cette suite exacte a souvent Rte utilisee pour obtenir des renseignements sur les

 groupes d'homotopie de W2m-1. Ici au contraire, c'est 7ri(Sm) qu'elle va nous
 permettre d'etudier.

 Pour cela, remarquons que W2m-l a la meme homologie que S2m-1 a un groupe
 Z/(2) pre's. Cela va nous donner:

 LEMME 7. Les groupes d'homotopie 7ri(W2mi-) (m pair ?2) sont finis pour

 tout i, sauf r2m-1(W2m-1) qui est la somme directe de Z et d'un groupe fini dont
 l'ordre est une puissance de 2. En outre, pour tout p premier, p $ 2:

 iii(W2m-i) 0 Fp = 0 pour 0 < i < 2m - 1 et 2im - 1 < i < 2m + 2p - 4,

 iri(W2m-) 0 Fp = Fp pour i = 2m + 2p - 4.

 Si m = 2, le revetement universel de W3 est S3, et le lemme est un cas parti-
 culier des Prop. 3 et 4. On peut donc supposer que m _ 4, ce qui entraine que
 W2m_- est simplement connexe.

 En appliquant tout d'abord la Prop. 2, on voit que l'on a:

 7ri(W2m-i) 0 K = 0 (i < 2m - 1) et ir2mi(W2m-1) 0 K = K7
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 pour tout corps K de caract6ristique $ 2. En tenant compte du fait que les

 groupes d'homotopie de W2mi1 sont de type fini d'apres la Prop. 1, on voit que
 7ri(W2mi-) est un groupe fini dont l'ordre est une puissance de 2 si i < 2m - 1,
 et est somme directe de Z et d'un groupe fini dont l'ordre est une puissance de
 2 si i = 2m - 1.

 Ceci etant, on n'a plus qu'a observer que les raisonnements de la Prop. 3

 (resp. de la Prop. 4) ne font intervenir que l'homologie de S2.-1 a coefficients dans
 un corps K de caracteristique 0 (resp. p). Ils s'appliquent donc sans changement

 aW2,.-l Si p # 2.
 COROLLAIRE 1. Pour i < 2m - 1, i = 2m et i = 2m + 1, l'ordre de 7ri(W2,,..1)

 est une puissance de 2.

 COROLLAIRE 2. Les groupes 7ri(Sm), i > m et m pair, sont des groupes finis
 h la seule exception de 7r2m..1(Srn) qui est la somme directe de Z et d'un groupe fini.

 Cela rdsulte imm~diatement du Lemme 7, de la Prop. 3, et de la suite exacte
 d'homotopie de W2m.-i.

 COROLLAIRE 3. Les composantes p-primaires des groupes finis 7ri(Sm) et

 7rij_(Sm4_) (m pair) sont isomorphes si 2m - 1 < i < 2m + 2p - 4, p etant
 un nombre premier.

 Si p = 2, il n'y a rien A demontrer. Supposons donc p 5 2. Ecrivons la suite
 exacte d'homotopie de W2m-i:

 7r,(W'2--1) --- T (S.) i-- 7i-l(Sm-1) -- 7ri-1(W-.m-1).

 Si i verifie les indgalitds de l'enonce, tous les groupes ecrits ci-dessus sont finis,
 sauf si i = 2m, auquel cas le dernier est somme directe de Z et d'un groupe
 2-primaire (c'est-a-dire dont l'ordre est une puissance de 2). I1 en r6sulte que les
 composantes p-primaires de ces 4 groupes forment encore une suite exacte, et
 comme, d'aprbs le Lemme 7 les deux termes extremes sont nuls, le rdsultat est
 6tabli.

 REMARQUE. Ce r6sultat peut 6tre considdr6 comme un complhment modulo

 p au thdorbme de suspension de Freudenthal qui donne un isomorphisme entre
 7i._i(S._1) et 7ri(S.) pour i < 2m - 2. On observera cependant: (a) que le
 r~sultat de Freudenthal ne suppose pas que m soit pair; (b) que nous ne savons
 pas si l'isornorphisme que nous venons de trouver est ou non ddfini par la sus-
 pension (bien que ce soit assez probable).

 COROLLAIRE 4. Si m est pair ?4, la composante p-primaire de 7ri(Sm) est nulle

 pour i < m + 2p - 3, et celle de 7Tm+2V3(Sm) est un groupe cyclique d'ordre pk.
 avec k _ 1.

 Si i ? 2m -1, cela rdsulte du thdorbme de suspension de Freudenthal et de
 la Prop. 4. Si i > 2m - 1, cela r6sulte du Cor. 3 ci-dessus et de la Prop. 4.

 Pour la commodit6 du lecteur, nous allons rdcapituler les rdsultats obtenus
 dans ce chapitre sur les 7i(Sn):

 PROPOSITION 5. Les groupes 7ri(Sn) (i > n) sont des groupes finis a la seule
 exception de 7r2n1i(Sn), n pair, qui est somme directe de Z et d'un groupe fini. La
 composante p-primaire de 7i(Sn) (n > 3, p premier) est nulle si i < n + 2p - 3,
 et celle de 7rn+2p-3(SS) est un groupe cyclique d'ordre pk, avec k _ 1.
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 CHAPITRE VI. LES GROUPES D'EILENBERG-MACLANE

 1. Introduction

 Soit X un espace topologique tel que 7ri(X) = 0 pour i $ q (q etant un entier
 _ 1); nous poserons II = 7rq(X).

 S. Eilenberg et S. MacLane [12] ont montre que 1'homologie et la cohomologie
 d'un tel espace ne depend que de l'entier q et du groupe H. De fagon plus precise,
 ils ont construit, pour tout couple (H, q) ouII H est abelien si q _ 2, un complexe
 semi-simplicial K(H, q) et ils ont montre qu'il est homotopiquement equivalent
 au complexe singulier de X [13]. En particulier, on a:

 Hj(X, G) = Hi(K(HI, q), G), Ht(X, G) = Ht(K(H1, q), G), i > 0,

 pour tout groupe abelien G. Pour simplifier, nous e'crirons par la suite Hj(II; q, G)
 au lieu de Hi(K(Hl, q), G) et de meme pour H'(H; q, G).

 L'etude du complexe K(I, q) et de ses groupes d'homologie, les "groupes

 d'Eilenberg-MacLane" Hj(HI; q, G) a ete abordee par voie purement algebrique
 par Eilenberg-MacLane [14], [15]. Nous indiquerons plus loin une mdthode
 topologique (utilisant les espaces de lacets) qui permet d'obtenir rapidement
 certains resultats sur ces groupes. Comme une methode voisine de la notre, mais
 purement algebrique, vient d'etre utilisee avec succes par H. Cartan qui (dans
 un travail non encore publie) trouve un procede mecanique de calcul pour tout
 groupe d'Eilenberg-MacLane (pour q _ 2), nous n'essayerons pas ici de donner
 une etude systematique de ces groupes par notre methode, et nous nous bornerons
 a montrer quel parti on peut tirer des calculs faits dans les chapitres precedents.

 2. Resultats generaux

 Soit H un groupe abelien, q un entier > 1 Y un espace topologique tel que:

 7ri(Y) = 0 (i 5 q + 1), 7r,+I(Y) = H.

 L'existence d'un tel espace est assuree par un theoreme plus general, du a
 J. H. C. Whitehead (ANN. OF MATH., 50, 1949, p. 261-263), disant qu'il existe
 toujours un espace ayant des groupes d'homotopie donnes.

 Soit X l'espace des lacets sur Y. On a:

 lri(X) = 0(i $ q) et 7rq(X) H.

 Il en resulte que:

 H,(X, G) = Hi(HI; q, G) et Hi(Y, G) = Hj(H; q + 1, G), i > 0,

 pour tout groupe abelien de coefficients G.
 On peut donc appliquer la suite spectrale des espaces de lacets (Chapitre IV,

 no 5) et l'on obtient:
 PROPOSITION 1. II existe une suite spectrale d'homologie dont le terme Es" est

 isomorphe a 114(11; q + 1, II.H(H#; q, G)) et dont le terme Eo est nul en toute dimen-
 sion > 0.

 (Une suite duale existe en cohomologie.)
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 Ce resultat permet une etude des groupes d'Eilenberg-MacLane par recurrence

 sur l'entier q, a partir des groupes Hj(ll; 1, G) supposes connus (et qui, en fait,
 peuvent etre calcules par d'autres methodes, au moins Si II est abelien).

 L'exemple le plus simple d'application de cette methode est sans doute le
 calcul de l'algebre de cohomologie H*(Z; 2, Z): les groupes de cohomologie

 Ht(Z; 1, Z) 6tant nuls si i > 2, et egaux a Z si i = 0, 1, on voit aisement que cela
 entraine que H*(Z; 2, Z) est une algebre de polynomes a un generateur de degre 2.
 Cette methode ne diff ere d'ailleurs pas essentiellement de la methode classique
 utilisant l'espace projectif complexe.

 COROLLAIRE 1. Si II est de type fini, il en est de me'me de Hj(H; q, Z) pour tout
 i et tout q.

 Pour q = 1, ce resultat est classique (il suffit de le verifier pour II = Z et
 H = Z/(i)). A partir de la, on raisonne par recurrence en utilisant la Prop. 1 du
 Chapitre III.

 COROLLAIRE 2. Si H est fini et si k est un corps tel que rI 0 k = 0,
 alors Hi(H; q, k) = 0 pour tout q et tout i > 0. En particulier, les groupes Hj(H; q, Z)
 sont finis lorsque H est fini et que i > 0.

 Pour q = 1, ce resultat est classique, et peut etre considere comme une ge-
 neralisation naturelle du theoreme de Maschke. A partir de q = 1, on raisonne
 par recurrence sur q, en utilisant la Prop. 10 du Chapitre IV.

 Comme dans tout espace fibre d'homologie triviale, on peut definir la sus-

 pension T :Hi(H; q, G) -* Hi+?(H; q + 1, G). En utilisant une formule analogue
 A celle du Chap. IV, n?5 (mais valable pour les simplexes et non pour les cubes),
 on pourrait verifier que cette suspension coincide avec celle introduite par
 Eilenberg-MacLane [14]. Si l'on observe que Hi(H; q, G) = 0 pour 0 < i < q,
 on voit que l'on peut appliquer la Prop. 10 du Chap. IV, et l'on obtient ainsi:

 PROPOSITION 2. (Th. de suspension d'Eilenberg-MacLane.) La suspension
 z applique Hj(H; q, Z) sur Hi+1(H; q + 1, Z) pour 0 < i <_ 2q; c'est un isomor-
 phisme si 0 < i _ 2q - 1.

 3. Le theoreme de Hopf

 Gardons les notations du n? precedent. Nous avons vu que les groupes d'homo-
 logie et de cohomologie de K(H; q) etaient ceux de l'espace X des lacets sur un
 certain espace Y. Mais tout espace de lacets est un H-espace (Chap. IV, Prop.
 1), donc son algebre de cohomologie possede un H-homomorphisme si elle est
 de type fini en toute dimension (ibid., Prop. 2); elle v6rifie donc le theoreme de
 Hopf. On a donc:

 PROPOSITION 3. Soit H un groupe abelien de type fini, q un entier > 1, k un

 corps commutatif. L'algebre de cohomologie H*(H; q, k) verifie le theoreme de Hopf,
 tel qu'il est enonce au Chap. IV, n?2.

 (En particulier, si k est de caracteristique nulle, c'est le produit tensoriel
 d'une algebre exterieure engendree par des elements de degre impair, et d'une
 algebre de polynomes engendree par des elements de degre pair.)

 On notera que le resultat precedent est en particulier valable lorsque q = 1.

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:40:15 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 IIOMOLOGIE SINGULIEIRE DES ESPACES FIBRES 301

 Donnons a titre d'exemple le calcul de H*(Z; q, K), le corps K etant (de
 caractdristique nulle:

 PROPOSITION 4. Si K est Un corps de caracteristique nulle, l'algelbre de cohoniologie
 H*(Z; q, K) ou' q est pair (resp. impair) est itne algebre de polynomes (resp. tine
 alyebre exterieure) engendree par un element de degre q.

 La proposition est vraie si q = 1 (elle revient a determiner l'homologie d'un
 cercle). Elle sera done d~montrde par recurrence sur 1'entier q si nous prouvons
 les deux lemmes suivants:

 LEMME 1. Soit X un espace tel que 7ro(X) = 7r1(X) = 0, 1' l'espace des lace/s
 sur X, K un corps. On suppose que H*(Y, K) est isomorphe d une algebre exte-
 rieure engendree par un element de deyre q (q impair). Alors H*(X, K) est iso-
 morphe a une algebre de polynomes engendree par un el6ment de degre q + 1.

 LEMAqE 2. Soil X un espace tel que ro(X) = ri(X) = 0, Y l'cspace des lace/s
 sur X, K un corps de caracteristique nulle. On suppose que H*(Y, K) est isomorphe
 a une algebre de polynomes engendree par un element de degre q (q pair). Alors
 H*(X, K) est isomorphe a' une algebre exte'rieure engendree par tan 6l6ment de
 degre q + 1.

 Demonstration du Lemrne 1.

 La fibre ayant la cohomologie (I'une spherc, on peut appliquer la suite exacte
 de Gysin (Chap. III, Prop. 6). On a donc une suite exacte:

 H`(E, K) H'-* X K) k, HU'(X, K) -+ HL+l(E, K))

 ou l'homomorphisme h est la multiplication par un 6lment Q e H"+tl(X, K).
 Puisque Ht(E, K) = 0 si i > 0, h doit etre un isomorphisme sur, et le lemme
 en r6sulte imm6diatement.
 (On observera que ce resultat est un cas particulier d'un th. de A. Borel d6ja
 cit6.)

 Demonstration du Lemme 2.

 Soit Er la suite spectrale de l'espace fibre des chemins d'origine fixee et traces
 dans X. On a: E2 = H*(X) 0 H*(Y). D'apres la Prop. 10 du Chap. IV,
 H'(X, K) = 0 pour 0 < i < q + 1, et H'+'(X, K) admet pour base un el6ment
 u tel que dq+i v = u, v d6signant un 6l6ment de base de H'(Y, K).

 D6signons alors par U le sous-espace de Eq+i = E2 forme des 6elments de
 (legr6-base ?<q + 1. L'espace U admet pour base homogene les 6l6ments vt
 et u 0 vk (k = 0, 1, ), et la diff6rentielle dq+i y est donn6e par les formules:

 dq+1(Vk) = k u 0 Vk-, dq+i(u 0 vk) = 0.

 Comme K est de caracteristique nulle, il resulte de ces formules que tout cocyclc
 (le U de dimension >0 est un cobord, et done que l'image canonique UJ, de
 U dans les termes Er (r > q + 1) est nulle en toute dimension >0.

 Nouis callons maintenant prouver que HI'(X, K) = 0 pour i > q + 1, ce qui
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 achevera la demonstration. Pour cela, raisonnons par l'absurde, et soit w E

 H'(X, K); w $ 0, i _ q + 2; on peut en outre supposer que w est de degre
 minimum parmi tous ceux jouissant de cette propri6t6. Puisque w est un 616-

 ment basique, c'est un cocycle pour toutes les diff6rentielles d,. En outre, je
 dis que ce n'est pas un cobord. En effet, ce n'est tout d'abord pas un cobord
 pour dq+i , car ce ne pourrait etre que le cobord de u 0 vk qui est un cocycle,

 on l'a vu; d'autre part, ce n'est pas un cobord pour d, (r > q + 1), car ce serait
 le cobord d'un 6l6ment de Ur, qui est nul en toute dimension >0, on l'a vu.
 I1 suit de la que w d6finit un 6lement non nul de E0. , ce qui est absurde et acheve
 la demonstration.

 APPENDICE

 Sur l'homologie de certains revetements

 (Ajout6 le 25 Aoilt 1951)

 Au n") 6 du Chapitre I nous avons rappele sans demonstration un re&;ulltat
 general sur l'homologie des revetements (Proposition 4). Comme nous n'en

 avons utilis6 par la suite que des cas tre's particuliers (essentiellement les deux
 corollaires a la proposition en question), il sera peut-etre commode pour le
 lecteur de trouver ici des demonstrations directes et 6l6mentaires de ces cas

 particuliers.

 Soit 11 utn groupe operant sans point fixe Sur un espace T, et soit X = T/II;
 T est done un revetement galoisien de X; la projection T -* X sera designee par
 p. Au sujet de H1, T, X nous faisons les deux hypotheses suivantes (qui sont
 v6rifi6es dans les conditions, plus particulibres, du no 6 du Chapitre I):

 (1) Pour tout simplexe singulier s de l'espace X, il existe un simplexe singulier
 s' de l'espace T tel que s = p o s'.

 (2) Si deux simplexes singuliers s', s" de l'espace T sont tels que p o s' = p o 5",
 il existe a e H tel que 0(s') = s".

 Rappelons d'autre part quelques definitions concernant les groupes abeliens
 a op6rateurs:

 Si A est un groupe ab6lien sur lequel opere le groupe II (a gauche, pour fixer
 les id6es) on d6signe par All le sous-groupe de A form6 des a E A tels que or(a) = a
 pour tout a E H, et par AII le quotient de A par le sous-groupe engendr6 par les
 a - a(a) ou' a parcourt A et a parcourt II.

 Le groupe a op6rateurs A est dit Hi-libre s'il existe une famille la,) (L E I)
 d'elements de A telle que les a(a,) (a E H, te I) forment une base du groupe
 ah6lien A.

 Ces d6finitions rappelees, considerons les complexes singuliers de T et de X,
 K(T) et K(X) respectivement. Le groupe 1 est un groupe d'automorphismes du
 complexe K(T), et K(TI') est I1-libe ptisq(ue t1 ope' sans point fixe sxii 7'.
 Li'application p:l' NX detfinit tin homomorphisine (le K(T) dans K(X) (ui,
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 par passage au quotient, (lefinit tin homomorphisme: K(T),, -- K(X). La con-
 litioni (1) entraine que ce dernier homomorphisme est sur, la condition (2)
 qu'il est biunivoque. Ceci nouts permet (I'identifier K(T)n d K(X).

 On est ainsi amene a etudier la situation purement alg6brique suivante: on a
 un complexe C (K(T), dans ce qui preide) sur lequel opbre un groupe II; C est
 Il-libre; on cherche les relations qui existent entre les groupes d'homologie de
 C et ceux de C n. Donnons ces relations dans quelques cas particuliers:

 PROPOSITION 1. Supposo'ns que II = Z, groupe additif des entiers, et soit G
 un groupe abelien. On a alors la suite exacte:

 0 H(C', G)n -+ HK(C IT, G) -+ Hi-,(C, G)n -+ 0.

 (En particulier, revenant au cas topologique et suppdsant en outre que II opere
 trivialement sur Hj(T, G) pour tout i, on trouve la suite exacte: 0 -*Hi(T, G) -*
 Hi(X, () --* il(T, G) -- 0, re'sultat qui contient le Cor. 1 a la Prop. 4 du
 Chap. 1).

 DEMONSTRATION. Soit a un generateur (le IH. Considerons la suite:

 O C1 - C-> Cn ,

 ou C -* C est l'endomorphismne 1 - a, et C -+ C l'application canonique. Je
 dis que cette suite est exacte. II y a deux choses a verifier:

 a) que I - a est biunivoque. En effet, si c = a(c), c e C, on a c e C". Mais,
 puisque C est il-libre et que H a une infinite d'6l6ments, on a C" = 0.

 b) que tout element de la forme c - &1(c) (n E Z) peut se mettre souIs 1a
 forme c' - a(c'). Cela resulte des identites:

 1 a = (1 - a) (1 + aT+ 2 + *+ 0`) si n > 1,

 1 - -t'= (1- a (1+ 0--l + a 2+ 2 + a n ,-) Si it >-.

 Formons le produit tensoriel de cette suite exacte avec le groupe abelien G;
 puisque C est il-libre, C et Cn sont des groupes ableiens libres, et la suite obtenue
 sera encore une suite exacte:

 0-+C ? G - C G-Cn r-+0.

 Par passage a l'homologie, cela donne la suite exacte:

 1 - 0-~~~1
 HI(C, G) _ H,(C, G) HKCn, G) Hi-1(C, G) -_a Hi-j(C, C)

 d'ouf la suite exacte cherchde:

 0 -O HWC, 7) - Hi(Cn, G) -Hi-(C, G)H- 0.
 PROPOSITION 2. Supposons que H soit un groupe fini d'ordre it et soit G un

 groupe abelien ou l'equation nrx = y ait, pour tout y, une solution et une seule.
 A lors Hi(C11, G) = Hi(C, G)n .

 (En particulier, revenant ati eas topologiqiue et supposant en ouitre que H
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 ol)pre trivialement stir Ii(T, G), on voit que Hi(T, G) = Hi(X, CJ), resultat qui
 contient le Cor. 2 'a a Prop. 4 du Chap. 1).

 DkMON-STRATION. NouIs noterons 1/n l'automorphisme de G qui transforme

 un 6l6ment y en 1'lelement x tel que n x = y; cet automorphisme se prolonge
 a C 0 G. Ceci permet de definir un endomorphisme P de C 0 G par la formule:

 P = 1/n Ef, -
 On v6rifie tout de suite que Pa = oP = P pour tout a e HT, et que p2 = p; p
 est un projecteur, visiblement nul pour les elements de la forme c - a(c), - E I.

 R6ciproquement, si P(c) = 0, on a:

 C = qJ:f (c/n - (C/I)),
 ce qui montre que le noyau de P coincide avec le sous-groupe de C 0 G engendre

 par les c - a(c). I1 suit de la que (C 0 G)n , d'ailleurs isomorphe a C'n 0 G,
 s'identifie au quotient de C 0 G par le noyau du projecteur P. Passant a l'ho-

 mologie on voit que Hi(C11, G) s'identifie au quotient de Hi(C, G) par le noyau
 dii projecteur defini par P, c'est-A-dire, d'apres la formule ci-dessus, 'a Hi(C, G)n .

 Donnons enfin, uniquement sous forme topologique pour abreger, un resultat

 implicitement utitis6 dans la d6monstration du Lemme 7 du Chapitre Vr:
 PROPOSITION 3. Supposons que HI = Z + N, out N est un groupe fini d'ordre i1,

 et soit G un groupe abelien ou l'equation n x = y ait, pour tout y, une solution et
 une seule. Supposons en outre que H ope're trivialement sur Hi(T, G) pour tout i.
 On a alors la suite exacte:

 0 --O Hi(T, G) -* Hi(X, G) -> Hi-(T, G) - 0.

 (IDans I'application au lemme en question, N est tin groupe ab6lien d'ordre une
 puissance de 2, et GC un corps de caracteristique # 2).

 D EMONSTRATION. Soit Y = T/N; d'apres la Prop. 2 ci-dessus, la projection
 T -- Y d6finit un isomorphisme de Hi(T, G) sur Hi(Y, G). D'autre part, IH/N = Z
 opere sans point fixe stir Y, et Y/Z = X. Puisque HI opere trivialement sur
 Hi(T, G), HI/A opere trivialement sur Hi(Y, G) et l'application de la Prop. 1
 ci-dessus donne alors la suite exacte cherch6e.

 PARIS

 BIB ITOORAPIFI F

 [1]. A. BOREL. ImpossibilitM de fibrer une sphe're par un produit de spheres. C. R. Acad. Sci.
 Paris, 231, 1950, p. 943-945.

 [21. A. BOREL et J-P. SERRE. Impossibilite. de fibrer un espace euclidien par (les fibres cont-
 pactes. C. R. Acad. Sci. Paris, 230, 1950, p). 2258-2260.

 [3]. H. CARTAN. Sur la cohomologie des espaces ou opere un grotpe. C. R. Acad. Sci. Paris,
 226, 1948, p. 148-150 et 303-305.

 [4]. H. CARTAN. Seminaire de Topologie algebrique ENS, I, 194.8-1949.
 [5]. H. CARTAN. Idem, II, 1949-1950.
 [6]. II. CARTAN. Idem, III, 1950-1951.
 [7]. 11. CARTAN et S. EILENBERG. Satellites des foncteurs de nmndules (A paraitre).

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:40:15 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



 HOMOLOGIE SINGULIERE DES ESPACES FIBRES 505

 [8]. 11. CARTAN et J. LERAY. Relations entre anneaux de cohomologie et groupe de Poincare.
 Colloque Top. AIg. Paris 1947, p. 83-85.

 [9]. S. S. CHERN and E. SPANIER. The homology structure of sphere bundles. Proc. Nat.
 Acad. Sci. U.S.A., 36, 1950, p. 248-255.

 310]. S. EILENBERG. Singular homology theory. Ann. of Math., 45, 1944, p. 407-447.
 [11]. S. EILENBERG. Topological methods in abstract algebra. Cohomnology theory of groups.

 Bull. Amer. Math. Soc., 55, 1949, p. 3-27.
 312]. S. EILENBERG and S. MACLANE. Relations between homology and homotopy groups of

 spaces. Ann. of Math., 46, 1945, p. 480-509.

 [13]. S. EILENBERG and S. MACLANE. Idem, II, Ann. of Math., 51, 1950, p. 514-533.

 [141. S. EILENBERG and S. MACLANE. Cohomology theory of abelian groups and homnotopy
 theory. I. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 36, 1950, p. 443-447.

 [15]. S. EILENBERG and S. MAcLANE. Idem, II, p. 657-663.

 [16]. W. GYSIN. Zur Homologie Theorie des Abbildungen und Faserungen von M1annigfaltig-
 keiten. Comment. Math. Helv., 14, 1941, p. 61-121.

 [17]. H. HOPF und W. RINOW. Ueber den Begriff der vollstandigen differentialgeometrischen
 Flache. Comment. Math. Helv., 3, 1931, p. 209-225.

 [181. W. HUREWICZ. Beitrdge zur Topologie der Deformationen. Neder. Akad. Wetensch, I,
 38, 1935, p. 112-119; II, ibid., p. 521-528; III, ibid., 39, 1936, p. 117-126; IV,
 ibid., p. 215-224.

 [19]. J-L. KOSZUL. Sur les operateurs de derivation dans un anneau. C. R. Acad. Sci. Paris,
 225, 1947, p. 217-219.

 [20]. J-L. KOSZUL. Homologie et cohomologie des algebres de Lie. Bulletin Soc. Math. France,
 78, 1950, p. 65-127.

 [21]. J. LERAY. Sur la fornme des espaces topologiques et sur les points fixes des representations.

 J. Math. Pures Appl., 24, 1945, p. 95-248.

 [22]. J. LERAY. Structure de l'anneau d'homologie d'une representation. C. R. Acad. Sci.
 Paris, 222, 1946, p. 1419-1422.

 [23]. J. LERAY. L'anneau spectral et l'anneau filtre d'homologie d'un espace localement com-
 pact et d'une application continue. J. Math. Pures Appl., 29, 1950, p. 1-139.

 [24]. J. LERAY. L'homologie d'un espace fibre dont la fibre est connexe. J. Math. Pures Appl.,
 29, 1950, p. 169-213.

 [25]. M. MORSE. The Calculus of variations in the large. Colloquium 18, 1934.

 [26]. M. MORSE. Functional Topology and abstract variational theory. Memorial des Sc.

 Maths., 92, 1938.

 [27]. H. SEIFERT und W. THRELFALL. Variationsrechnung im Grossen (theorie von Mar-
 ston Morse). Teubner 1939.

 [28]. J-P. SERRE. Homologie singuliere des espaces fibres. C. R. Acad. Sci. Paris, I, 231,
 1950, p. 1408-1410; II, ibid., 232, 1951, p. 31-33; III, ibid., p. 142-144.

 [293. A. SHAPIRO. Cohomologie dans les espaces fibres. C. R. Acad. Sci. Paris, 231, 1950, p.
 206-207.

 [30]. N. E. STEENROD. Homology with local coefficients. Ann. of Math., 44, 1945, p. 610-627.
 131]. R. THOM. Classes caracteristiques et i-carres. C. R. Acad. Sci. Paris, 230, 1950, p. 427-

 429.

 [32]. H. C. WANG. The homology groups of the fibre-bundles over a sphere. Duke Math. J.,
 16, 1949, p. 33-38.

This content downloaded from 128.151.150.18 on Wed, 17 Jan 2018 19:40:15 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms


	Contents
	p. 425
	p. 426
	p. 427
	p. 428
	p. 429
	p. 430
	p. 431
	p. 432
	p. 433
	p. 434
	p. 435
	p. 436
	p. 437
	p. 438
	p. 439
	p. 440
	p. 441
	p. 442
	p. 443
	p. 444
	p. 445
	p. 446
	p. 447
	p. 448
	p. 449
	p. 450
	p. 451
	p. 452
	p. 453
	p. 454
	p. 455
	p. 456
	p. 457
	p. 458
	p. 459
	p. 460
	p. 461
	p. 462
	p. 463
	p. 464
	p. 465
	p. 466
	p. 467
	p. 468
	p. 469
	p. 470
	p. 471
	p. 472
	p. 473
	p. 474
	p. 475
	p. 476
	p. 477
	p. 478
	p. 479
	p. 480
	p. 481
	p. 482
	p. 483
	p. 484
	p. 485
	p. 486
	p. 487
	p. 488
	p. 489
	p. 490
	p. 491
	p. 492
	p. 493
	p. 494
	p. 495
	p. 496
	p. 497
	p. 498
	p. 499
	p. 500
	p. 501
	p. 502
	p. 503
	p. 504
	p. 505

	Issue Table of Contents
	Annals of Mathematics, Vol. 54, No. 3 (Nov., 1951) pp. 403-608
	The Complex of a Group Relative to a Set of Generators: Part II [pp. 403-424]
	Homologie Singulière Des Espaces Fibrès
[pp. 425-505]
	Affine Structures in 3-Manifolds: I. Polyhedral Approximations of Solids [pp. 506-533]
	Continuous Functions Defined on Spheres [pp. 534-536]
	Group Extensions of Lie Groups II [pp. 537-551]
	On the Transformation T of Congruences [pp. 552-553]
	Spectrum of the Static Potential Schrodinger Equation over E<sub>n</sub> [pp. 554-594]
	䙩湩瑥湤 쌭䙩湩瑥⁉湶慲楡湴⁍敡獵牥猠孰瀮‵㤵ⴶ〸�



